2 LOGIK ANALYTISCHER RELATIONEN

2-1 Aussagen- Logik

2-2 Quantoren-Logik

2-3 Quantitative Logik

2-4 Quantitative Aussagen-Logik
2-5 Quantitative Quantoren-Logik

UBERSICHT

2-1 Aussagen-Logik
Hier wird der Unterschied zwischen synthetischen, analytischen und partiell analyti-
schen Relationen herausgearbeitet.

2-2 Quantoren- und Pradikaten-Logik
In diesem Punkt werden zuvorderst die verschiedenen Modelle fiir A//-Sditze und Par-
tikuldr-Sdtze auf ihre analytischen Eigenschaften gepriift und danach bewertet. Aul3er-
dem wird das logische Quadrat im Einzelnen vorgestellt. Dabei spielt auch die Uber-
setzung der Quantoren-Logik in Prddikaten-Logik eine wichtige Rolle.

2-3 Quantitative Logik
Hier gibt es eine wesentliche Erweiterung herkommlicher logischer Gesetze durch
Einfiihrung quantitativer Gesetze.

2-4 Quantitative Aussagen-Logik
In diesem Unterkapitel werden die klassischen Gesetze der Aussagen-Logik in quanti-
tativer Form dargestellt. Damit werden logische Schliisse zu Rechenformeln. Es zeigt
sich, dass sich so logische Schliisse viel einfacher und préziser auf ihre Giiltigkeit prii-
fen lassen.

2-5 Quantitative Quantoren-Logik
Die quantitative Quantoren-Logik stellt die quantoren-logischen Gesetze in numeri-
scher Form vor. Es werden dabei auch auf der Quantoren-Logik basierende Modelle z.
B. von Modal-Logik prasentiert, aber eben quantifizierte Modelle.

Jedes Unter-Kapitel ist wieder folgendermalen unterteilt:
e Einfiihrung

e Implikation

e Positiv-Implikation

e Systematik

¢ Erweiterungen
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2-1-5 Erweiterungen
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2-1-1 Einfithrung

2-1-1-1 ANALYTISCHE RELATIONEN
Analytische Relationen (kurz A-Relationen) sind — syntaktisch gesehen — solche, bei denen auf
beiden Seiten des Relators (partiell) gleiche Zeichen stehen. Auf die Definition analytischer
Relationen bzw. Verkniipfungen bin ich schon in 0-5 eingegangen — und es wird an spéterer
Stelle, vor allem in 4-1, noch genauer darauf eingegangen werden.
Man kann unterscheiden:
e Tautologien
Sie sind in jeder Welt wahr, man sagt auch L-wahr (logisch wahr). In der Wahrheitsta-
fel steht nur + (plus = giiltig) unter dem Junktor. Sie haben den Status von Gesetzen.

o Kontradiktionen

Sie sind in keiner Welt wahr, also in jeder falsch, man sagt auch L-falsch. D. h. sie
sind widerspriichlich. Es steht nur — (minus = ungiiltig) unter dem Junktor. Kontra-
diktionen sind natiirlich weniger bedeutsam als Tautologien.

Eine herausragende Tautologie ist die analytische Implikation (= logische Folge oder
Schluss), z. B.: X = X v Y mit folgender Wahrheitstafel:

X = XvY
+ 4+ 4+
+ 4+ ++-
- 4+ —++
p— + —_— =

Man kann die Wahrheitstafel auch abkiirzen, so dass man nur den — entscheidenden — Werte-
verlauf unter dem Zentral-Relator, hier =, horizontal angibt.

X = XVvY (+++4)
Eine wichtige Kontradiktion ist die folgende Konjunktion:

XAN=aX(E=-—9)
Eine analytische Relation enthélt meistens mehrere (synthetische) Relationen, die durch einen
Zentral-Relator verbunden sind, z. B.:

XAY=>XVvY
X AY und X v Y sind hier die synthetischen Relationen, der Zentral-Relator ist =.
Synthetische Relatoren (A) binden mehr als analytische (=), so braucht man X A Y =X vY
nicht mit Klammern als (X A Y) = (X v Y) zu schreiben. Meint man aber eine ganz andere
Relation, etwa X "A” (Y = X v Y), so muss man natiirlich Klammern setzen.

Eine Tautologie (mit 2 Variablen) hat immer den Wahrheitswerteverlauf + + + +, unabhén-

gig davon, mit welchem Relator sie konstruiert wird, z. B.:
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XAY=X, XX, X'V =X usw.
Eine Kontradiktion (mit 2 Variablen) hat ebenfalls immer den Wahrheitswerteverlauf — — — —,
gleichgiiltig, mit welchem Relator sie konstruiert wird, z. B.:

XA =X, (XAY) & =(XAY), X'V =X)2& (X A" =X) usw.

2-1-1-2 PARTIELL ANALYTISCHE RELATIONEN

Als Zwischen-Kategorie zwischen synthetischen und analytischen Relationen habe ich die

partiell-analytischen oder semi-analytischen Relationen eingefiihrt (kurz PA-Relationen).

Man konnte anstatt von ‘partiell-analytisch’ auch von ‘partiell synthetisch’ sprechen. Semi-

analytische Relationen sind zugleich semi-tautologisch (dazu spiter). Ein Beispiel ist:
XvY— X (++-1)

Auch bei partiell-analytischen Relationen gilt syntaktisch, dass links und rechts vom Relator

(partiell) gleiche Zeichen stehen. Aber anders als die analytischen Relationen sind partiell

analytische Relationen nicht tautologisch und nicht kontradiktorisch, d. h. in der Wahrheitsta-

fel unter dem Zentral-Relator kommt sowohl + wie — vor. Z. B. folgende Wahrheitstafel:

X—=>Y) —Y
+++ + +
+ - = 4+ -
-+4+ + +
-4+ - - -

Ein weiterer wesentlicher Unterschied zwischen analytischen und partiell analytischen Rela-
tionen ist: Eine Tautologie oder Kontradiktion hat immer den gleichen Wahrheitsverlauf. Da-
gegen gibt es (bei 2 Variablen) 14 mogliche Wahrheitsverldufe von semi-analytischen Relati-
onen, entsprechend den 14 mdglichen Wahrheitsverldufen von synthetischen Relationen.

2-1-1-3 NOTATION
Ich fasse hier die Notationen fiir Relatoren aber noch einmal systematisch zusammen.
Implikative Relationen formalisiere ich immer durch einen Pfeil (wie weit verbreitet):
Tautologien durch einen Doppelpfeil
Kontradiktionen durch den durchgestrichenen Doppelpfeil
semi-analytische Relationen durch den verldingerten Pfeil

e Implikation e Aquivalenz e Replikation
Tautologie: = Tautologie: < Tautologie: <
Kontradiktion: # Kontradiktion: < Kontradiktion: <
Semi-analytisch: ——> Semi-analytisch: <—— Semi-analytisch: «—

Andere Tautologien formalisiere ich durch ++ iiber dem Junktor, z. B. /"
Kontradiktionen durch — — {iber dem Junktor, z. B. A~
Semi-analytische Relationen durch + — iiber dem Junktor, z. B. "><

e Konjunktion e Disjunktion
Tautologie: A" Tautologie: 'v"
Kontradiktion: "A~ Kontradiktion: v~

Semi-analytisch: "A~ Semi-analytisch: "\~
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2-1-1-4 SYNTHETISCHE WAHRHEITSTAFEL

Man kann unterscheiden zwischen Wahrheitstafeln fiir synthetische und analytische Relatio-
nen (kurz synthetische bzw. analytische Wahrheitstafel). Ich behandele auch die synthetische
Wahrheitstafel genauer erst hier im Kapitel tiber Analytik, weil man fiir die Deutung jeder
Wahrheitstafel analytische Relationen bendtigt. Im Detail und mit ausfiihrlichen Erlduterun-
gen flir Experten gehe ich auf die Wahrheitstafeln in meinem Buch ,,Integrale Logik* ein.

1) Normale Wahrheitstafel
Ein Beispiel fiir die normale Wahrheitstafel einer synthetischen Relation (Implikation) ist:

X->Y
+ + +
+ — —
-+ +
-+ —

Die (normale) Wahrheitstafel enthélt verschiedene Deutungsmoglichkeiten bzw. Schlussmog-
lichkeiten. Die wichtigsten Deutungen sind die konjunktive und die implikative Deutung. Die
konjunktive Deutung ist die zentrale, die normale Wahrheitstafel enthélt implizit bereits die
konjunktive Deutung. Die implikative Deutung ist bei Implikationen bzw. Schliissen zusitz-
lich heranzuziehen, in der quantitativen Logik ist sie besonders wichtig.

Ich zeige diese Deutungsmoglichkeiten auf und entwickle daraus verschiedene Formen von
Wabhrheitstafeln. Das verdeutliche ich anhand der Implikation X — Y.

2) Konjunktive (Deutung der) Wahrheitstafel
Bei der konjunktiven Deutung wird aus der Konjunktion der beiden Einzel-Komponenten X,Y
auf die Gesamt-Relation, z. B. X — Y geschlossen.

Die konjunktive Interpretation verdeutlicht folgende Form der Wahrheitstafel:

XY | XY
1. + + +
2. + - -
3. - + +
4. - = +

Noch deutlicher wird die konjunktive Deutung in der folgenden Darstellung, die man daher
auch konjunktive Wahrheitstafel nennen kann. Die Zeilen der Wahrheitstafel werden zusétz-
lich durch Relationen formalisiert; dabei wird ein — (minus) in der Wahrheitstafel hier in ein
— (Negator) iibersetzt:

XAY == X->Y

l. + + + + + XAY = X->Y +t—== = +—++
2. + - - + - XAaY = A(X->Y) —+-— = —+-— (&)
3. - -4+ + + —XAY = XY -——+- = +—-++
4. - - = + + —XA=Y = X->Y -———+ = +—-++

Hier wird aus den Konjunktionen X A Y, X A =Y, =X A Y und =X A =Y auf die Gesamt-
Relation X — Y geschlossen. Und zwar handelt es sich um strenge Schliisse (=).
Der konjunktiven Deutung entspricht folgende konjunktive Definition von X — Y:
XY ©XAY)V(=XAY)Vv(=XAY) bzw. :
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XY <4 —|(X AN —|Y)
Also wird X — Y definiert durch Disjunktion der Konjunktionen, die X — Y analytisch imp-
lizieren. Bzw. durch die Negation der Konjunktion, welche die Kontradiktion von X — Y ist.

3) Implikative (Deutung der) Wahrheitstafel
Sie bietet sich nur bei implikativen Beziehungen wie X — Y an, ist dort aber von besonderer
Bedeutung. Hier wird von dem Vorderglied (z. B. X) auf das Nachglied (z. B. Y) gefolgert.

Imp X->Y

1. + + + X->Y +—-++)
2. + - - X—>aY (—++4)
3. -t + —X->Y +++-)
4. -+ - —X =Y ++-4)

Ich schreibe die implikative Wahrheitstafel mit einem ,Imp’ am Anfang. Wie man aber in der
normalen Wahrheitstafel von X — Y sieht, folgt in der 3. Zeile Y aus —X und in der 4. Zeile
—Y aus —X (und in beiden Féllen gilt X — Y als wahr). Daher wird in der implikativen
Wahrheitstafel an beiden Stellen ein * (fiir ,,m6glich®) unter den Relator geschrieben. Das
liest sich wie folgt (3. Zeile): ,Wenn X falsch ist, dann ist es moglich (£), dass Y wahr ist’.
Dies dhnelt der Positiv-Implikation, bei der die 3. und 4. Stelle ,,nicht definiert* sind.
Der implikativen Darstellung entspricht folgende Bestimmung der Implikation:
e - (X-oY)e X>-YVNA(X>Y)AX—>Y)

4) Verstdrkte implikative (Deutung der) Wahrheitstafel
Bei der konjunktiven Deutung der Wahrheitstafel erhédlt man ausschlieBlich analytische Rela-
tionen wie X A Y = X — Y. Bei der implikativen Deutung sind dagegen wie beschrieben
alle vier aufgefiihrten Relationen der Wahrheitstafel synthetisch, namlich:

X2V, X->-Y,X->Y,X—>-Y
Und bei synthetischen Relationen gilt: Wenn man nur weil}, dass X giiltig (+) ist, kann man
noch nichts liber Y aussagen, es kann giiltig sein oder ungiiltig (und entsprechend). Erst in-
dem man die Giiltigkeit bzw. Ungiiltigkeit der Gesamt-Relation, also X — Y, mit beriicksich-
tigt, kann man aus X (in gewissen Grenzen) auf Y schlieBen. Man kann dies eine verstdrkte
implikative Deutung bzw. verstéirkte implikative Wahrheitstafel nennen.

Imp X A X->Y) —Y

. + + + + 4+ XAX->Y) =Y ++++)
2. + - - + - XA=(X>Y) = Y ++++)
3. - - + +  + X AX->Y)—Y +++-)
4. - - + * - XA X>2>Y)— Y ++-+)

XAX—>Y) = Y ist eine Tautologie, namlich der Modus ponens. Dies bedeutet aber nicht,
dass auch alle einzelnen Relationen Tautologien sind. So ist in der 3. bzw. 4. Zeile kein ein-
deutiger Schluss moglich. Denn in der 3. Zeile wird von =X A (X — Y) auf Y geschlossen,
in der 4. Zeile vom gleichen =X A (X > Y) auf Y.

Damit kdnnen hier keine strengen Schliisse vorliegen, sondern es gilt nur:
XA X>Y)—> Y bzw. =X A (X—>Y) —> =Y. So schreibe ich hier wieder =.
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5) Weitere mogliche Schliisse aus der Wahrheitstafel

e Schluss von X auf X »>Y
X = X->Y

e Schluss von Y auf X »>Y
Y= X->Y

e Schluss von X auf Y (dies geht nur, wenn man X — Y hinzunimmt, vgl. oben)
X->YYAX=>Y
(X->Y)AX = =Y

e Schluss von Y auf X (dies geht nur, wenn man X — Y hinzunimmt)
X<<Y)A Y = X
“(X<Y)AY = =X

e Schlussvon X > Y auf X, Y
Ein strenger Schluss von X — Y auf X, Y, =X oder —Y ist nicht moglich
Aberesgiltt =(X—>Y) =X und -(X—->Y) =Y

2-1-1-5 ANALYTISCHE WAHRHEITSTAFEL

Die Wahrheitstafel einer (semi-)analytischen Relation nenne ich wie gesagt kurz ‘analytische
Wahrheitstafel’. Grundsétzlich sind hier die gleichen Unterscheidungen moglich wie bei der
synthetischen Wahrheitstafel. Ich nehme als Beispiel die Wahrheitstafel einer semi-
analytischen Relation, weil die aussagekriftiger ist, und zwar (X > Y) —> Y.

1) Normale Wahrheitstafel:
Zunéachst die normale Wahrheitstafel von (X > Y) —> Y:

X-=>Y) —Y
++ + + +
+ - - 4+ -
-+ + + +
-4+ - - -

Es sind wieder vor allem 2 Moglichkeiten der Deutung zu unterscheiden: die konjunktive und
die implikative Interpretation der Wahrheitstafel.

2) Konjunktive (Deutung der) Wahrheitstafel
Bei einer Relation ® —— Y wird aus der Konjunktion von Prdimisse (®) und Schluss-Satz
(V) auf die Gesamtrelation (® —— V) geschlossen. Generell ist die konjunktive Interpretati-
on aber bei jeder beliebigen Relation moglich. Bei (X v Y) ™><" Y wird z. B. aus der Kon-
junktion von X v Y und Y auf (X v Y) " ><"Y geschlossen.

Die konjunktive Interpretation demonstriert folgende konjunktive Wahrheitstafel:

X=>Y)AY =>=X->Y)—Y

I. + + + + + X->Y) AY =>2X->Y)—Y
2. - - = + + -(X=2Y) A == X>Y)—Y
3. + + + + + X-=>Y) AY =>2X-Y)—Y
4. + - - 4+ - X-=>Y) A=Y = 4[X>Y) —Y]

Grundsitzlich wére zwar auch eine andere Kombination denkbar, ndmlich:—-(X - Y) A Y.
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Aber die ist kontradiktorisch und somit in der Wahrheitstafel nicht enthalten, die Wahrheitsta-
fel beriicksichtig eben nur die moglichen Kombinationen. Das ist bei der analytischen Wahr-
heitstafel anders als bei der synthetischen, bei der alle Kombinationen bzw. Welten vertreten
sind (wobei synthetisch allerdings alle Kombinationen méglich sind).

3) Implikative (Deutung der) Wahrheitstafel

Hier wird bei einer (semi)analytischen Relation ® —— ¥ aus der Pridmisse (@) auf den
Schluss-Satz (V) geschlossen. Es wird also gefragt: Wenn die Prdmisse (@) wahr ist, ist dann
auch der Schluss-Satz (V) wahr usw.? Diese Deutung ist nur bei implikativen Relationen wie
—, <, <> u. 4. relevant, dort aber besonders wichtig.

Bei (semi)analytischen Relationen ist es moglich, allein aus der Primisse (@) in gewissem
AusmalB auf den Schluss-Satz (W ) zu schlieBBen, anders als bei den synthetischen Relationen:
dort ist wie beschrieben ein Schluss nur moglich, wenn man die Gesamt-Relation ® — ¥ mit
beriicksichtigt.

Als Beispiel zunédchst wieder der semi-analytische Schluss (X ->Y) —> Y.

Imp(X—>Y) —Y

I. + + + X->Y)—Y
2. — + - —-(X->Y) =Y
3. + + + X->Y) —Y
4. + + - X->Y) — Y

In der 1. (bzw. 3.) und 4. Zeile hier wird einmal von X — Y auf Y und einmal auf —Y ge-
schlossen, somit konnen diese Schliisse nur partiell analytisch sein. Daher wird hier in der
Wahrheitstafel unter dem —— wieder + fiir ,,moglich* eingesetzt.
Es gilt:

+ entspricht = tautologisch (notwendige Folge)

+ entspricht ——  semi-analytisch (mdgliche Folge)

— (wire Kontradiktion, das kann hier unter dem Zentral-Relator nicht vorkommen)

4) Verstirkte implikative Deutung der Wahrheitstafel

Hier wird noch beriicksichtigt, ob die Gesamtrelation (0 —— W) wahr oder falsch ist. D. h.
es wird aus der Primisse @ und der Gesamtrelation ® —— ¥ auf die Konklusion ¥ ge-
schlossen. So ergeben sich in allen Fillen strenge Schliisse.

Nehmen wir als Beispiel zunidchst wieder den semi-analytischen Schluss (X ->Y) —> Y.
Hier wird also noch die Gesamtrelation (X — Y) —— Y als Verstdrkung hinzugefiigt (oder
aus anderer Sicht wird die Pramisse X — Y hinzugefiigt).

Die verstirkte implikative Wahrheitstafel mit simtlich tautologischen Relationen lautet:

Imp[(X—>Y) — Y] A X->Y)=Y
1 + + + + + (X>Y) — Y] A X>Y)=>Y

2: + - - + - [(X>Y) —@ Y] A - (X>Y) = Y
3. + + + + + (X=>Y) — Y] A X>Y)=>Y
4. - — + + - —[(X>Y) — YA X>Y) = Y

5) Funktionen der Wahrheitstafel

Die primére Funktion der Wahrheitstafel ist, die Wahrheitsbedingungen einer Relation bzw.
eines Relators, eines Satzes oder einer Aussage aufzuzeigen. Dabei ist zu unterscheiden:

e konjunktive Wahrheitstafel: sie zeigt die Wahrheitsbedingungen des Gesam¢-Satzes (z. B.
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X —Y) auf, in Abhéngigkeit von der Konjunktion von Vorder-Satz (X) und Nach-Satz (Y).

o implikative Wahrheitstafel: sie zeigt (z. B. bei X — Y) die Wahrheitsbedingungen des
Nach-Satzes (Y) auf, in Abhédngigkeit vom Vorder-Satz (X).

o verstdrkte implikative Wahrheitstafel: sie zeigt (z.B. bei X — Y) die Wahrheitsbedingungen
des Nach-Satzes (Y) auf, in Abhingigkeit von Vorder-Satz (X) und Gesamt-Satz (X - Y).

Speziell die synthetische Wahrheitstafel hat noch folgende Funktionen:

Erstens dient die Wahrheitstafel dazu, die Relatoren zu definieren.

Zweitens erlaubt sie, fiir einen realen, empirischen Sachverhalt die treffende Relation zu
finden. Hat man z. B. den Sachverhalt bzw. die Menge von Sachverhalten X: ,,es regnet™, Y:
,»die Strasse ist nass®, und untersucht, in welchen Kombinationen (die in der Wahrheitstafel
aufgefiihrt sind) diese Sachverhalte auftreten, wird man z. B. als zutreffende Relation heraus-
finden: ,,Es regnet — die Strasse ist nass®.

Speziell die analytische Wahrheitstafel hat folgende Aufgaben:

den logischen Zusammenhang zwischen zwei Relationen herauszufinden, also vor allem zu
priifen, ob

- eine Tautologie vorliegt (nur + unter dem Zentral-Relator)

- eine Kontradiktion vorliegt (nur — unter dem Zentral-Relator)

- eine semi-analytische Verbindung vorliegt (+ und — unter dem Zentral-Relator).

2-1-2 Implikation

2-1-2-1 WAS IST EIN SCHLUSS?

Was macht eine fautologische Implikation, also einen logischen Schluss wesentlich aus?
Hier greifen wir zuriick auf zwei bereits eingefiihrte Modelle (vgl. vor allem 0-4):

1) aussagen-logischer Ansatz

2) mengen-theoretischer Ansatz

Das erldutern wir anhand des folgenden Schlusses X A Y = Y mit seiner Wahrheitstafel:

XAY =Y
. + + +
2. - + -
3. - + +
4. - + -

1) aussagen-logischer Ansatz
Aussagen-logisch gilt fiir einen Schluss: Wenn die Pramisse (hier X A Y) wahr ist, dann muss
auch der Schluss-Satz (hier Y) wahr sein.

Generell ist fiir die Aussagen-Logik prototypisch, dass sie wahrheitswert-funktional be-
stimmt ist. D. h. die Wahrheit (oder Falschheit) eines Satzes ist eine Funktion der Wahrheit
(oder Falschheit) eines anderen Satzes bzw. mehrerer anderer Sitze. Dies bezeigt sich beson-
ders bei der Implikation bzw. dem Schluss: Z. B. ist bei X A Y = Y die Wahrheit von Y eine
Funktion der Wahrheit von X A Y. Aber diese Wahrheits-Funktionalitit gilt generell fiir die
Aussagen-Logik. Allgemeine Formalisierung bzw. Formulierung eines strengen Schlusses
wire: ® = V¥, d. h.: ,Wenn ® wahr ist, dann ist ¥ logisch notwendig wahr’.
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Wir konnen weiter bestimmen: Ein logischer Schluss ist eine Implikation, die ihn allen Wel-
ten wahr ist (es kommt nur + unter dem Zentral-Relator vor).

Wir konnen aber zusétzlich alle moglichen Konjunktionen aus Prdmisse und Konklusion
disjunktiv zusammenfassen, gemal} der Definition (wie sie im Abschnitt {iber die Wahrheitsta-
fel eingefiihrt wurde). Dann erhalten wir:

[XAY=Y] © [XAYAY]V[-(XAY)A=Y]V[-(XAY)AY]

2) mengen-theoretischer Ansatz

Mengen-theoretisch konnte man als Bedeutung des Schlusses X A Y = Y formulieren: Y ist

logisch gesehen Teilmenge von X A'Y.

Hier gilt im Einzelnen:

— Bei einem Schluss ist die Konklusion (Schluss-Satz) bereits in der Pramisse enthalten.

— Genauer: Bei einem Schluss ist die Information der Konklusion in der Information der Pri-
misse enthalten.

— Definition: Ein Schluss ist eine Implikation, bei der die Information der Konklusion bereits
in der Information der Pramisse enthalten ist.

Dies ist andererseits ja auch die primdre Definition von analytisch: dass das Nachglied
schon im Vorderglied enthalten ist.

Dies ist bei dem Schluss X A Y = Y besonders augenfillig: Y ist bereits in X A Y enthal-
ten. Allerdings ist z. B. bei dem Schluss X = X v Y die Konklusion X v Y logisch genauso
in der Pramisse X enthalten (obwohl das optisch anders aussieht). Entscheidend fiir den Be-
stimmung des Informationsgehaltes einer aussagen-logischen Relation ist die Menge der Wel-
ten, in denen die Relation ungiiltig ( —) ist.

Im obigen Beispiel X A Y = Y ist laut Wahrheitstafel die Prdmisse in der 2., 3. und 4.
Zeile bzw. Welt ungiiltig (wobei die 2. Welt und die 4. Welt iibereinstimmen, die Detailun-
terschiede sind hier nicht relevant). Die Konklusion Y ist dagegen nur in der 2. und 4. Welt
ungiiltig. Insofern ist die Menge der Welten, in den Y ungiiltig ist, ein Teilmenge der Welten,
in denen X A Y ungiiltig ist. Anders gesagt, der Informationsgehalt von Y ist eine Teilmenge
des Information von X A Y.

Mit Begriffen der Informationstheorie kann man auch sagen: Ein logischer Schluss ist re-
dundant — oder spezifischer: Beim Schluss ist die Konklusion in Bezug auf die Prédmisse re-
dundant. Nun muss man damit allerdings vorsichtig sein, denn dies klingt so, als sei ein
Schluss gewissermaBen tiberfliissig.

Schliisse bringen fiir uns aber durchaus neue Erkenntnisse. Denn wir vermdgen oft (subjek-
tiv) in einer Gesamt-Information nicht die fiir uns relevante Teil-Information zu erkennen; erst
wenn wir sie logisch ableiten, isolieren, wird sie uns bewusst. Darauf verweist auch der Beg-
riff der Deduktion, der logischen Ableitung.

2-1-2-2 TAUTOLOGIE
Man kann bei der analytischen Implikation zweierlei behandeln:

e Gesetze der Implikation, z. B.: (X > Y) & (=X « —Y)

e Gesetze, in denen eine analytische Implikation vollzogen wird, z. B: XAY = Y
Im ersten Beispiel geht es um eine analytische Aquivalenz, aber zwischen Implikationen. Im
zweiten Fall geht es zwar um eine analytische Implikation, aber auf der Basis einer Konjunk-
tion. Beides kommt zusammen z. B. in: (X > Y) = (X = X).

Generell gilt:
¢ Die Implikation ist immer giiltig, wenn das Vorderglied ungiiltig ist: —= ...
¢ Die Implikation ist immer giiltig, wenn das Nachglied giiltig ist: >+

e Natiirlich kann das auch zusammenkommen, ndmlich: —=+
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Zusammenfassend haben wir also 3 Félle: — = —, — =+, + =+

So ergibt sich z. B.:
= = = =
- ———+ ——++ —+++ ++++

Anders gesagt: Die Implikation ist nur dann ungiiltig, wenn das Vorderglied giiltig und das
Nachglied ungiiltig ist. (Im Systematik-Teil wird das im Einzelnen dargestellt.)
Ein Beispiel fiir die Wahrheitstafel einer Implikations-Tautologie ist:

X>Y)AX =Y
+ +4+ + + + +
- ++ - - + +

Wichtige Gesetze, eine Auswahl:

e | Variable:
Reflexivitat X =X

Reductio ad absurdum X > —-X = =X (esgiltauch <)

o 2 Variablen:
Modus (ponendo) ponens (X—>Y) A X = Y

Modus tollendo tollens X->Y) A Y =X
Modus ponendo tollens X><Y)AX = =Y

Modus tollendo ponens X><Y)A"X=>Y
XvY)AX=>Y

Abtrennungs-Regel XAY=2VY.XAY =X
Simplifikations-Regel XY =>X->Y
Paradoxie X =>X-Y

e 3 Variablen:

Transitivitét X>V)A(Y>oZ2) = X>Z
X>V)A (Y >-72) = X>-Z
XeoYV)VAYeZ) = XoZ

2-1-2-3 KONTRADIKTION UND NEGATION
Eine Implikation kann nur dann kontradiktorisch sein, wenn das Vorderglied eine Tautologie
und das Nachglied eine Kontradiktion ist.

Tautologie # Kontradiktion
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In diesem Fall ist also die analytische Gesamt-Relation bereits aus zwei analytischen Relatio-
nen zusammengesetzt, z. B.:

X'VI=X)& (X A =X)
+ — —
+ — —
+ J— J—
+ — —
Diese scharfe Forderung bedingt, dass Folgen, die man eigentlich fiir kontradiktorisch halten
miisste, es doch nicht sind, z. B.:
X->Y)— X>Y):—+—-
-X>2Y)— X>Y): +—-++
Wenn man also aus der Implikation auf ihre Negation schlieft (und umgekehrt), ergibt sich
keine Kontradiktion, sondern nur eine semi-analytische Relation. Und obwohl die beiden obi-
gen Relationen logisch gleichwertig sind, hat der eine Schluss 3+, der andere nur 1+. Das ist
von unserem normalen Sprach- und Logikverstindnis her wenig plausibel.
Wohl noch problematischer ist, dass auch folgende Schliisse nicht kontradiktorisch sind:
X— =X: ——++
X—>X: ++—-—

Partiell kann man dieser Paradoxie mit der negativen Folge begegnen: ® = —¥
z.B:X><Y = —«(XAY)

Da die Kontradiktion bei der normalen Implikation extrem eingeschriankt und damit fast un-

brauchbar ist, spielt die Folge mit Negation als Alternative eine wichtige Rolle.

Wichtig ist auch die Negation des strengen Schlusses: ® —— ¥

® —= ¥ soll bedeuten: ® impliziert nicht streng (tautologisch) ¥, sondern nur partiell.

Y folgt daher nicht notwendig aus ©.

® —= Y kann somit fiir ® —— ¥ stehen.

® —= Y darf man nicht gleichsetzen mit — (X = X)), das ist ja eine Kontradiktion.

® —= ¥ kann man keine eindeutige Wahrheitstafel zuordnen, sondern nur sagen: die Wahr-
heitstafel enthélt nicht ausschlieBlich + und nicht ausschlieBlich —.

2-1-2-4 SEMI-ANALYTISCHE IMPLIKATION
Semi-analytische Relationen konnen unterschiedlich nahe an der Tautologie oder Kontradik-
tion stehen.

XvY —0Y +-++)

XvY —> XAY (+--+)

X|Y —> XAY (+---)

Man konnte unterscheiden zwischen:

e unechten semi-analytischen Schliissen

z.B.XvY ——> X A Y. Unecht, denn der umgekehrte Schluss, die Replikation, ist ein
streng analytischer Schluss: XvY < XAY

e echten semi-analytischen Schliissen
zZ.B. XAY — XA=SY (—++4)
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Hier ist die Replikation auch eine semi-analytische Folge:
XAY «— XA=Y (+—-+4)

2-1-2-5 REPLIKATION UND AQUIVALENZ
Fiir die Replikation sind nicht viele Gesetze ausgewiesen, allerdings kann man die umgekehr-
ten Gesetze der Implikation verwenden.

Gesetze der Replikation
X <X

X«Y)<= X

X<«Y)<= XAY

XvY)e XAY

X&e X«<Y)AY

Fiir die Aquivalenz sind viele Gesetze ausgewiesen, hier nur eine kleine Auswahl:

Gesetze der Aquivalenz
Reflexivitit der Aquivalenz X < X

Definition der Aquivalenz (X< Y) © X=>Y)A (X<« Y)
Kontraposition Implikation X ->Y < (=X« =Y)
Kontraposition Aquivalenz X <Y < (=X <> —Y)

De Morgan XAY © (=X v-aY)

Vertauschungsgesetz XAY © YAX

2-1-3 Positiv-Implikation

Die analytischen Eigenschaften der Positiv-Implikation sind recht komplex bzw. kompliziert,
daher habe ich auch noch keine vollstindige der Theorie der Positiv-Implikation entwickelt,
hier steht weitere Forschungsarbeit aus. Fiir die Positiv-Implikation ergeben sich z. T. die
gleichen, z. T. aber auch andere Gesetze wie fiir die klassische Implikation.

Es lassen sich 2 Modelle der (analytischen) Positiv-Implikation unterscheiden. Ich nenne
sie: Existenz-Modell und Nicht-Existenz-Modell.

e Existenz-Modell
Hier gilt: X *> Y) *< —(X*> YY) Bzw.:. (X*-> YY) * ~(X*>Y)

e Nicht-Existenz-Modell
Hier gelten die obigen tautologischen Aquivalenzen nicht, sondern nur die semi-analytischen
Aquivalenzen bzw. analytischen Implikationen.
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Néamlich: (X *> Y) *¢«— (X *—> =Y). Oder: (X *>Y) *= (X *> 1Y)
Bzw.: (X *—> —Y) *«—> =(X*>Y) Oder: (X*> YY) *= (X *>Y)

Existenz meint in diesem Fall: Aus der Negation von X *— —Y folgt logisch X *— Y und
daraus folgt X. Somit ist die Existenz von X gewéhrleistet. Bei dem Nicht-Existenz-Modell ist
das beides nicht gegeben. Allerdings gilt der Schluss auf X nicht aussagen-logisch, sondern
nur quantoren-logisch bzw. quantitativ (denn es gilt nur p > 0, nicht p = 1).

Ich werde hier das Existenz-Modell vorstellen. Im Punkt 2-4, iiber quantitative Aussagen-
Logik, werde ich auch das Nicht-Existenz-Modell vorstellen und die beiden Modelle mitein-
ander vergleichen, was auch mit unterschiedlichen Wahrheitstafeln verbunden ist. Denn nur
im quantitativen Ansatz ist eine verstindliche Unterscheidung der beiden Modelle moglich.

2-1-3-1 TAUTOLOGIE

Es gelten z. B. folgende Gesetze:
X *= X
X AY *= Y
X*>Y)A X *> Y

Der Schluss Modus ponens: (X *—>Y) A X *= Y soll genauer erklirt werden.
Zunichst Beweis durch verkiirzte Wahrheitstafel:

X*>Y)A X *=> Y
+ + + + + + +
+ - - - +

Die Liicke in der Wahrheitstafel ergibt sich, weil unter der Konjunktion A in der 2. Zeile ein
Minus (—) steht, so dass eben bei der Positiv-Implikation kein Wert daraus folgt. Denn die
Positiv-Implikation ist ja nur fiir die Félle definiert, in denen das Vorderglied giiltig (+) ist;
sonst wird bei der verkiirzten Wahrheitstafel eine Liicke gelassen (vgl. aber unten).

Verwendet man die vollstindige Wahrheitstafel mit [, ergibt sich keine Liicke. Grundsatz-
lich ist die vollstandige Wahrheitstafel vorzuziehen, auch wenn sie optisch uniibersichtlicher
ist; in bestimmten Fallen konnen sich bei der verkiirzten Wahrheitstafel Fehler bzw. nicht
entscheidbare Wahrheitswerte ergeben.

Modus ponens: vollstindige Wahrheitstafel:

X*>Y)A X *=> Y
+ + + + + + 4+
+ - - =+ 0 =
- U+ - - 0 +
S I T I

Wie schon in erldutert: Wenn links von *— ein Minus (—) in der Wahrheitstafel unter dem
Relator steht, dann gilt *— als nicht definiert und erhélt in dieser Zeile ein [.

Definition einer Tautologie der Positiv-Implikation: Eine Positiv-Implikation, bei der syn-
taktisch gesprochen rechts und links von *— ganz oder teilweise gleiche Zeichen stehen, und
bei der aufler + nur [] unter dem Zentral-Relator steht, gilt als analytisch und wird mit dem
Doppelpfeil *= gekennzeichnet. Dies im Unterschied zur normalen analytischen Implikati-
on, bei der in der Wahrheitstafel nur + vorkommt.
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Es stellt sich die Frage, inwieweit sich Positiv-Relationen mit anderen Relatoren verkniipfen
lassen. Verwendet man die verkiirzte Wahrheitstafel, so ist das nicht besonders problematisch,
da in dieser Wahrheitstafel nur + (entsprechend w = wahr) und — (entsprechend f = falsch)
vorkommen, fiir welche die normalen Relatoren definiert sind. Verwendet man dagegen die
vollstindige Wahrheitstafel der Positiv-Implikation, dann treten dort Zeichen wie [ auf. Zu-
ndchst ist das Zeichen [ fiir ,,nicht definiert™ (und auch das noch einzufiihrende Zeichen ,?’ =
unbestimmt) nur fiir die Positiv-Implikation bzw. Positiv-Replikation/Positiv-Aquivalenz de-
finiert. In bestimmten Féllen sind aber auch bei anderen Relatoren wie —, A, v usw. Ver-
kniipfungen mit [] moglich. Z. B. weill man bei der normalen Implikation, dass sie immer
giiltig ist, wenn links — (minus) steht, sie muss also auch giiltig sein, wenn links — (minus)
und rechts [ steht. Oder die Konjunktion ist immer ungiiltig, wenn ein — (minus) steht, d. h.
sie muss auch ungiiltig sein, wenn — und [] kombiniert sind.

Dieser Fall ist bei der obigen Wahrheitstafel von (X *—> Y) A X *= Y gegeben. Die
Reihe unter A kann man im obigen Beispiel vollstindig ausfiillen, obwohl 2x links [ steht.
Denn rechts steht dort jeweils minus (—), und die Konjunktion ist ja immer negativ, auch
wenn nur ein Minus da steht.

2-1-3-2 KONTRADIKTION
Fiir die Positiv-Implikation gibt es folgende 3 Moglichkeiten der Kontradiktion:

e Tautologie *# Kontradiktion: HOREEETI 2
¢ Position *# Negation: O *£ -0
¢ Relation *# negative Folge: O *£ Y

Dabei ist vorab zu sagen:
Die Positiv-Implikation ist kontradiktorisch, wenn unter dem Zentral-Relator
auBler — (ungiiltig) nur [J (nicht definiert) steht.

Entsprechend war ja die Tautologie der Positiv-Implikation bestimmt worden:
Die Positiv-Implikation ist tautologisch, wenn unter dem Zentral-Relator

auler + (giiltig) nur [J (nicht definiert) steht.
Dabei ist festzuhalten: Aus der Negation von [ folgt wiederum [. D. h. in der Wahrheitstafel:
wenn @ *— ¥ dann —(® *— V)
] [
e Tautologie *# Kontradiktion
OMELE"N O
z.B. X'V =X) *& (X AT = X)
Dies entspricht der Kontradiktion bei der normalen Implikation.

e Position *# Negation

D *» —lq), z.B.: X *» =X
Die Positiv-Implikation ist also nicht nur kontradiktorisch, wenn das Vorderglied tautologisch
und das Nachglied kontradiktorisch ist. Sondern auch, wenn das Nachglied die Negation des

Vorderglieds bedeutet. Ebenso ist die Umkehrung kontradiktorisch, also: —® *# ®.
X->Y) ¥ (X ->Y)
+ ++ - -+ 4+ 4+
+ -—-— 0O +4 - -

- ++ - - =+ +
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e Relation *# (negative) Folge: @ *# —¥ bzw. @ *» ¥
Es gibt aber noch eine dritte Form der Kontradiktion, die noch weniger Voraussetzungen hat.
Hier liegt also eine Kontradiktion vor, obwohl @ und (—)¥ nicht dquivalent sind.

Z.B.XAY *= (X ><Y), entsprechend X A Y *# X><Y

Zusammenfassend ergeben sich z. B. folgende Unterschiede zur normalen Implikation:

Normale Implikation Positiv-Implikation (Kontradiktionen)
X— =X ——++ X*p =X ——01
X—> X: +4+—— - X*s X: O0——

Das heiBt, bei der normalen Implikation gilt: Wenn X sein kontradiktorisches Gegenteil —X
impliziert, dann ist diese Implikation nicht kontradiktorisch. Fiir das Umgekehrte gilt das
Gleiche. Dagegen ist bei der Positiv-Implikation der Schluss von X auf —X kontradiktorisch.
Diese Bestimmung der Positiv-Implikation entspricht viel mehr unserer Intuition und unserem
Sprachverstidndnis als die Verhéltnisse bei der normalen Implikation.
Ein weiter wesentlicher Unterschied zwischen der normalen Implikation und der Positiv-
Implikation ist:
Bei der normalen Implikation ist aus der Kontradiktion alles abzuleiten:
———— = alles
Bei der Positiv-Implikation ist aus der Kontradiktion nichts abzuleiten:
———— *—— nichts
Denn die Positiv-Implikation ist in diesem Fall vollstindig undefiniert, sie hat also nur unde-
finierte Felder, d. h. man bekommt immer einen Wahrheitsverlauf [ (][] [,
Denn aus — (ungiiltig) folgt ja bei der Positiv-Implikation immer [: nicht definiert.

2-1-3-3 SEMI-ANALYTISCHE RELATION

Bei der normalen semi-analytischen Implikation kommt in der Wahrheitstafel unter dem Re-
lator sowohl plus (+) wie minus (-) vor. Bei der semi-analytischen Positiv-Implikation ist das
komplizierter: Es muss ,,plus® (+) vorkommen, es muss ,,minus* (—) oder ,,unbestimmt* (?)
vorkommen, es kann ,,undefiniert” (_) vorkommen.

Zur Erlauterung: ich hatte gesagt, wenn links vom Pfeil ,,minus* (-) steht, dann wird die
Positiv-Implikation nicht als giiltig, sondern als nicht definiert verstanden (1), denn ,,wenn X,
dann Y* ist eben nur fiir die Félle positiv definiert, in denen X auch giiltig ist.

Hinzufiigen kann man: Wenn /inks ,,nicht definiert®, also [ steht, dann gilt diese Kombina-
tion auch als nicht definiert. AulBer es folgt ein — auf das [/, dann gilt die Kombination als un-
bestimmt, wofiir ich das Frage-Zeichen (?) verwende.

Auch wenn links ,,positiv® (+) steht und rechts ,,nicht definiert ([]), gilt die Kombination
als unbestimmt (7). Das ,,unbestimmt* (?) darf nicht verwechselt werden mit dem ,,nicht defi-
niert (L)), bei ,,unbestimmt* kann man nicht entscheiden, ob die Relation, in der betreffenden
logischen Welt, positiv oder negativ ist (zur Ubersicht vgl. unten).

Aus Griinden der Einfachheit wiirde man gerne mit einer Zusatz-Kategorie, also ,,nicht de-
finiert” oder ,,nicht bestimmt* auskommen. Aber es zeigt sich, dass man diese Unterschei-
dung bendtigt. Denn wie oben beschrieben, gilt eine Positiv-Relation, mit nur + (oder nur +
und [) als fautologisch. Wenn dagegen auch das ? flir unbestimmt in der Wahrheitstafel unter
dem Relator steht, dann ist die Relation nicht tautologisch oder kontradiktorisch, sondern nur
semi-analytisch. Daher kommt man auch nicht immer mit der verkiirzten Wahrheitstafel aus,
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weil dort z. B. der Unterschied zwischen [ (nicht definiert) und ? (nicht bestimmt) gar nicht
erfasst wird. Das wird spéter, im quantitativen Teil, genauer gezeigt werden.
Ein Beispiel fiir eine semi-analytische Positiv-Implikation ist:

—-(X*>Y) *—> -(X->Y)

-+ + + 0 =+ + +
++ - - + 4+ - -
O- 0O+ 7 ——=+ 4+
O- 0 - ? -+ + -

In der 3. und 4. Zeile muss unter dem Zentral-Relator*—— jeweils ? (unbestimmt) stehen,
weill hier links [] und rechts — steht. Denn wenn man anstelle des ? auch ein [ setzen wiirde,
wire die Implikation ja tautologisch (U1 + [1[1). Wie man am besten im quantitativen Ansatz
zeigen kann, ist das falsch. Nachfolgend eine Ubersicht iiber die wichtigsten Kombinationen:

D *F> Y
+ + +
+ — _
+ 72 [
- O +
— D —
- U 0
o 0 +
0?2 -
U o o

Man konnte allerdings auch andere Definitionen vornehmen, beim heutigen Stand haben sich
aber die obigen Festlegungen als am sinnvollsten erwiesen. Spiter wird gezeigt werden, dass
bei einem anderen Modell der Positiv-Implikation, dem Nicht-Existenz-Modell, z. T. veran-
derte Definitionen erforderlich sind.

2-1-3-4 POSITIV-AQUIVALENZ
e Definition der Positiv-Implikation
Ich habe schon darauf hingewiesen, dass ich hier nur das Existenz-Modell der Positiv-
Implikation vorstelle. Und in diesem Modell gilt:

X*>Y) * -(X*>Y)

-X*>Y) ** (X*>-Y)
Diese Relationen kann man als definierend fiir die Positiv-Implikation ansehen. Die erste sei
durch ihre Wahrheitstafel erldutert:

X*>Y) *o =(X*>Y)
+ + + 4+ ++ + —+
+ - + -+ - + -
- O + O —+
- 0o - O- 0 +-

O O O
O
|

Auch hier gibt es Unterschiede zur normalen Aquivalenz bzw. normalen Implikation.
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Denn dies sind Aquivalenzen, die bei der Positiv-Implikation gelten und bei der Implikation
nicht. So ergeben sich folgende Unterschiede:

Implikation: —-(X-2Y) = X—>4Y) +-—) = (+++
Positiv-Implikation: —(X*—>Y) *< (X*—> Y) —+0D) *& (—+00)

Implikation: —(X—>-Y) > (X—>Y) +-——)=> +—-++
Positiv-Implikation: —(X *— <Y) *< (X*->Y) + -0 * (+-10)

Es gibt auch Aquivalenzen, die bei der normalen Implikation gelten, bei der Positiv-
Implikation aber nicht. Z. B. gilt die Kontraposition (X — Y) < (=X <« —Y) bei Verwen-
dung der Positiv-Implikation bzw. Positiv-Aquivalenz nicht streng analytisch, sondern ist
ganz undefiniert (es sei denn, man nimmt eine besondere Variante der Positiv-Implikation
an). Dies ist von groler Wichtigkeit, denn die Kontraposition spielt eine wesentliche Rolle.

X*>Y) *> (=X «*Y)

+ + 4+ 0 -+ 0 —+
+ - - B s
- O+ O +- 0 —+
-0 - 0 +- + +-

Wie man sieht, ist die Kontraposition vollig undefiniert (bei einer anderen Interpretation stén-
den in der 1. und 4. Zeile ein ? statt [], was aber auch nichts Wesentliches dnderte).

2-1-3-5 IMPLIKATION UND POSITIV-IMPLIKATION
Unterschiede von Normal-Implikation und Positiv-Implikation

e Implizierung von X
X->Y) —X X*>Y) *—>X +0?7?
-X->Y) =X —(X*>Y) *——X 0+?7?

Die normale Implikation impliziert nicht die Giiltigkeit (Existenz) der Pramisse (X), der
Schluss ist nur semi-analytisch (+ + — —). Paradoxerweise impliziert aber die Negation der
normalen Implikation die Giiltigkeit von X. Auch bei der Positiv-Implikation wird in bejahter
und negierter Form nicht die Giiltigkeit von X impliziert, allerdings in gleicher Weise (im
quantitativen Modell wird jedoch impliziert, dass p(X) > 0, nur nicht p(X) = 1, dazu spiter).

¢ Paradoxie der Implikation

X =X-Y —X *— X*>Y (0?27
Diese Paradoxie tritt bei der Positiv-Implikation nicht auf. Die Relation ist vollstindig unde-
finiert bzw. unbestimmt.

e Negation
X— =X (——++4) X ¥ =X (—-010)

X — X (++-—9) —X *» X ([I--)
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Diese beiden Relationen sind bei Verwendung der normalen Implikation semi-analytisch,
liegen also zwischen analytisch und kontradiktorisch. Bei der Positiv-Implikation sind beide
Relationen kontradiktorisch, was deutlich iiberzeugender ist.

Beziehungen zwischen Implikation und Positiv-Implikation:
Es sind vor allem 4 Relationen zwischen Implikation und Positiv-Implikation zu untersuchen:

e X *—>Y Positiv-Implikation X —>Y

e X *—>Y Implikation XY
e X —>Y  Positiv-Implikation X *—>Y
eX—>Y  Implikation X*>Y

e Positiv-Schluss von der Positiv-Implikation auf die Implikation: (X *—> Y) *= (X—>Y)
Hier liegt eine streng-analytische Positiv-Implikation, ein strenger Schluss vor. Denn aufler
dem + kommt nur das [ vor. Und in diesem Fall gilt die Relation als tautologisch.

X*>Y) *=»> (X->Y)

+ + + + o+ 4+ +
+ - - 0+ - -
- 0+ 0 -+ +
- 0- 0O ++ -

e Schluss von der Positiv-Implikation auf die Implikation : (X *—>Y) = (X—>Y)

X*>Y) = X->Y)

+ 4+ + + o+ + +
+ - - + o+ - -
- U+ + -+ +
- O-  + ++4 -

Auch bei der Verwendung der normalen Implikation erhdlt man einen vollstindigen Schluss
Obwohl in der 3. und 4. Zeile ein [] unter dem *— steht (und die Implikation keine Deutung
von [ beinhaltet), kann man ein + unter den Pfeil = setzen. Denn unter dem — steht in die-
sen Zeilen ebenfalls ein +. Und die Implikation hat ja immer den Wert +, wenn das Nach-
glied, also hier X — Y den Wert + hat, egal welchen Wert das Vorderglied hat.

Somit gilt: Ein strenger Schluss von der Positiv-Implikation auf die Implikation ist méglich.

e Positiv-Schluss von der Implikation auf die Positiv-Implikation:(X —» Y) *—— (X *—>Y)

X ->Y) *—> X*>Y)

+ + + + + + +
+ - - O + - -
- + + ? - 0O+
- + - ? + [ -

Der Schluss von der Implikation auf die Positiv-Implikation mittels der Positiv-Implikators ist
nur partiell-analytisch. (Allerdings konnte man auch vertreten, dass hier ein strenger Schluss
vorliegen muss, auf dieses sehr komplizierte Problem gehe ich aber nicht weiter ein.)
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e Schluss von der Implikation auf die Positiv-Implikation (X - Y) —> (X *>Y)

X ->Y) — X*>Y)
+ 4+ + + + 4+ +

+ -=-  + o+ - -
-++ O -0+
-+- < + 0 -

Hier ist gar kein Schluss moglich. Denn wie die Wahrheitstafel oben zeigt: in der 3. und 4.
Zeile steht links unter dem — ein + und rechts unter dem *— ein [1. Die normale Implikation
ist aber gar nicht fiir [] definiert, insofern ist kein Schluss mdglich, hierfiir wahle ich das
Symbol J.

2-1-4 Systematik

Es gibt (bei 2 Variablen) 16 bzw. 14 Relatoren, wenn man Antilogator und Tautologator nicht
dazu zéhlt. So gibt es bei der Verkniipfung von zwei einfachen Relationen 16 x 16 x 16 =
4096 Kombinationen bzw. 14 x 14 x 14 = 2744 Kombinationen.

Z.B.(XAY)A(XAY). Fiir die drei A (bzw. anstelle) kann man eben 16 (bzw. 14) Relato-
ren einsetzen. Es gibt verschiedene Darstellungs-Moglichkeiten, vor allem die folgenden
ZwWei:

e(X>Y) A XeY):i+——+
Hier wird anschlieBend der Wahrheitsverlauf der Gesamtrelation angegeben (in
Klammern oder nicht). Dies ist vor allem sinnvoll bei semi-analytischen Relationen
wie ‘A~ , denn bei tautologischen Relationen wie “A* lautet der Verlauf ja ohnehin
immer + + + + und bei kontradiktorischen entsprechend — — — —.

e(X->Y) A (X«Y) (F—+4H A (F+-9
Hier werden die Wahrheitsverldaufe der Teil-Relationen, im Beispiel X — Y und
X <Y, jeweils gesondert dargestellt, zur besseren Ubersichtlichkeit.

2-1-4-1 NULL+RELATOR
Hier kommt nur der Antilogator 1 in Frage, der aber wie gesagt kein echter Relator ist.
X 1Y hat den Wahrheitsverlauf: — — — —

Eine Tautologie ist hier per definitionem ausgeschlossen, auch eine semi-analytische Rela-
tion. Gleichgiiltig, welche Relationen man mit dem Antilogator verbindet, es ergibt sich im-
mer eine Kontradiktion.

Das hat vor allem fiir die Implikation eine paradoxe Auswirkung: Aus der Antilogie lasst
sich jede beliebige Relation logisch ableiten, sogar eine Kontradiktion.

XLY =2 XA=X (++++1)
Bei der Positiv-Implikation ergibt sich dieses Problem nicht, denn ein solcher Schluss ist hier
nicht definiert, weil die Positiv-Implikation bei ungiiltigem Vorderglied grundsétzlich nicht
definiert ist.

2-1-4-2 EIN+RELATOREN
Hier geht es um die Konjunktion bzw. verwandte Relatoren X >-Y, X <Y, X VY.
e Tautologie
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Eine Tautologie der Konjunktion ist nur moglich, wenn zwei Tautologien verkniipft werden:
(Xv=X) "A" (X A—=X) (+F+++H) AT (F++H)

¢ Kontradiktion

Eine Kontradiktion ist dann gegeben, wenn in jeder Welt mindestens einer der zu verbinden-

den Relationen ungiiltig (—) sind, z. B.:

XAY) A XAAY) +t——) A (—+-9)
¢ Semi-analytisch
X->Y) A (X«Y) (+—++) A (F+-1)

2-1-4-3 ZWEI+RELATOREN
Die Zwei+Relatoren <> und >< werden an anderer Stelle behandelt. Hier geht es um die Rela-
toren: XY, XLY, XY, XY
e Tautologie
Mit dem Relator | erzeugt man nur dann eine Tautologie, wenn links von dem Relator eine
Tautologie steht, was dann rechts steht, ist gleichgiiltig, z. B.:
Xv—=X) "]TXAY) +++4+) 1T +--o)
¢ Kontradiktion
Mit dem Relator | ergibt sich nur dann eine Kontradiktion, wenn links vom Relator eine
Kontradiktion steht, z. B.:
XA=X) 1" (XAY) (———-) 1" +--9
¢ Semi-analytisch
Semi-analytisch sind alle anderen Kombinationen, z. B.:
X->Y) "I"X<Y) +-++ 1 ++-9
Entsprechendes gilt fiir die anderen genannten Relatoren.

2-1-4-4 DREI+RELATOREN
Die Drei+Relatoren —, <, v und | werden systematisch an anderer Stelle behandelt.
Es sei deshalb nur kurz auf die Implikation — eingegangen.
e Tautologie
Die Implikation ist nur ungiiltig, wenn links vom — plus (+) steht und rechts minus (-), in
allen anderen Féllen ist sie giiltig, z. B.:
XAY)=>Y +t-——)=> +—+-)
¢ Kontradiktion

Eine Kontradiktion gibt es nur, wenn gilt: Tautologie # Kontradiktion, z. B.:

Xv-=X) £ XAr=X) F++H®H (———--)
¢ Semi-analytisch
X->2Y) —X<«Y) +-++H) — ++-4)

2-1-4-5 VIER+RELATOR

Hier ist der Tautologator T zu nennen, der allerdings, wie erldutert, kein echter Relator ist.

¢ Tautologie

Die Verbindung zweier beliebiger Relatoren durch den Tautologator fiihrt in jedem Fall zu
einer Tautologie, selbst die Verbindung zweier Kontradiktionen, z. B.:

XA=X)T (YAY) (————)T (-—-9)
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Man braucht hier fiir die Tautologie nicht T+ schreiben, denn es ergibt sich ja immer eine
Tautologie.

¢ Kontradiktion

Die Verbindung zweier Relationen durch den Tautologator ergibt in keinem Fall eine Kontra-
diktion.

e Semi-analytisch

Die Verbindung zweier Relationen durch den Tautologator ergibt in keinem Fall eine semi-
analytische Relation.

2-1-5 Erweiterungen

2-1-5-1 INKLUSIV / EXKLUSIV
Hier sollen zunichst die Begriffe inklusiv und exklusiv — jetzt im analytischen Bereich — noch
einmal prézisiert werden. Diese beziehen sich in erster Linie auf die Disjunktion X v 'Y und
die Kontravalenz X ><'Y. Dabei geht es um das Verhéltnis zur Konjunktion X A'Y.
Inklusion bedeutet, dass ,,oder* das hohere ,,und* als Méglichkeit mit einschlief3t:
oder —— und. Das gilt fiir die Disjunktion: X vY — XAY:(+++-) —> (+——-).
Exklusion bedeutet, dass ,,oder” das ,,und*“ ausschlieBt: oder = —und. Das gilt fiir die
Kontravalenz: X ><Y = —(XAY):(—++-) = (—+++).
Der Dritte im Bund der ,,oder ist die Exklusion X |Y.
Auch hier gilt der AusschluB3 des ,,und“: X |Y = —(X AY), es gilt sogar <.
Das wichtigste Gesetz fiir alle drei ,,oder ist der Satz vom ausgeschlossenen Dritten; er
begriindet die 2- Wertigkeit der klassischen Logik: X v =X, X ><" X, X |" =X.
Weitere wichtige Gesetze der Disjunktion sind:

XvY¥)ArX=>Y XvY)A-Y = X
De-Morgan-Gesetze (hier nur eine Auswahl):

XvY & (=X AAY) XvaY & —(=XAY)

XVvY © (XA=Y) —XvaY & =(XAY)

Zwischen den drei ,,oder* gilt (<—— steht fiir die semi-analytische Aquivalenz):

X><Y
U U
XvY «— X|Y

2-1-5-2 LOGISCHES QUADRAT
Man kann wichtige Beziehungen zwischen bestimmten Relatoren durch das logische Quadrat
bzw. Rechteck angeben (obwohl dieses in der Quantoren-Logik wichtiger ist, vgl. 2-2).

(+——-) XAY N XVY (———4)

(+++-) XvY v XY (—++4)
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2-1-5-3 GEGENSATZE
Man unterscheidet in der Logik verschiedene Gegensdtze, nach ihrer Stirke geordnet:

Kontradiktorisch X ><Y: entweder ist X giiltig oder Y

Kontrir X |Y: Xund Y sind nicht beide giiltig
Subkontrir X v Y: Xund Y sind nicht beide ungiiltig
Subaltern X — Y: wenn X giiltig ist, dann auch Y

Als stirkster Gegensatz gilt der kontradiktorische, dann der kontrare, dann der subkontrire;
den subalternen interpretieren wir im normalen Sprachgebrauch kaum als Gegensatz. Die
Gegensitze werden durch die oben genannten Relatoren logisch ausgedriickt.

Man konnte zwar auch synthetische Gegensitze definieren (entsprechend den oben genann-
ten Relatoren), aber normalerweise versteht man in der Logik die Gegensétze als analytisch;

insofern kommen die analytischen Versionen der Relatoren zum Einsatz:
o+t o+
> | \V4 =

Gegensatz und logisches Quadrat
Die Gegensitze lassen sich im logischen Quadrat darstellen:

Kontrar
XAY T XVY

kontra-

subaltern U ><t U subaltern

diktorisch
XvY v X|Y
subkontrar
Zur Einheitlichkeit konnte man einsetzen fiir X |Y: =X v =Y und fir XVY: =X A Y
2-1-5-4 ANALYTISCH UND SEMI-ANALYTISCH
Es gilt, vor allem zwei Ebenen zu unterscheiden:

1) Logische Ebene
Hier geht es um logische Beziehungen zwischen unterschiedlichen Relationen, z. B.:

e Tautologie # Kontradiktion

Xv—=X # XA-=X ++++ B ——— =
¢ Kontradiktion = Tautologie

XA=X = Xv=X ———— = ++++
e Tautologie —— semi-analytische Relation

Xv=X —7> XvY)aAX +4+++ — ++——
e semi-analytische Relation = Tautologie

XvY)ArX = XvX +4+—-= = ++++
2) Begriffliche Ebene

Hier geht es um die Beziehung zwischen verschiedenen logischen Eigenschaften
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(tautologisch, kontradiktorisch usw.) derselben Relation, z. B.:
e tautologisch = —kontradiktorisch
»X v =X ist tautologisch = ,, X v —X* ist nicht kontradiktorisch
e kontradiktorisch = —tautologisch
»X A =X ist kontradiktorisch = ,, X A —X* ist nicht tautologisch
e tautologisch = —semi-analytisch
»X v =X ist tautologisch = ,, X v —X* ist nicht semi-analytisch
e semi-analytisch = —tautologisch
H(XVY) A X ist semi-analytisch = (X v Y) A X* ist nicht tautologisch

Also logisch gilt: semi-analytische Relation = Tautologie
XvX = Xv-=X
d. h. aus einer semi-analytischen Relation folgt logisch eine Tautologie, aber:
begrifflich gilt: semi-analytisch = —tautologisch
»X Vv X“ ist semi-analytisch = ,, X v X* ist nicht tautologisch
d. h. wenn eine Relation semi-analytisch ist, dann ist sie nicht tautologisch.

2-1-5-5 MODAL-LOGIK
Die Modal-Logik behandelt die Beziehungen zwischen Begriffen bzw. Operatoren wie: not-
wendig, moglich, nicht notwendig, nicht moglich. Damit hat sie auch mit Gegensdtzen zu tun.

Die Modal-Logik ldsst sich teilweise auf die Aussagen-Logik zuriickfiihren. Wie ich noch
genauer zeigen und begriinden werde, 1dsst sich auf der Aussagen-Logik aber nur eine Modal-
Logik aufzubauen, die ausschlieBlich zwei Werte unterscheidet: ,,notwendig™ und ,,unmog-
lich* (bzw. ,,notwendig, dass nicht®).

Fiir Einbeziehung von ,,méglich® und ,,mdglich, dass nicht* bendtigt man die Quantoren-
Logik oder eine hohere Logik. Dagegen ldsst sich ,,nicht mdglich* sehr wohl im Rahmen der
Aussagen-Logik darstellen, denn es besitzt logisch einen ganz anderen Status als ,,mdglich®;
das wird am besten in der spédter vorzustellenden quantitativen Modal-Logik verdeutlicht.

Wir haben in 1-1-5-1 eine Modal-Logik kennen gelernt, die auf die synthetische Aussagen-
Logik Bezug nimmt; hier geht es aber um die analytische Aussagen-Logik, die mit ,,tautolo-
gisch®, , kontradiktorisch* und auch ,,semi-analytisch* operiert. Und zwar gilt dabei:

Notwendig (N) =g4¢ tautologisch. Unmoglich (U) = 4rkontradiktorisch

Man kann unterscheiden absoluter und relativer Modalitét.
Absolut: eine logische Relation ist fiir sich tautologisch bzw. kontradiktorisch.
Relativ: eine logische Relation (bzw. ein logischer Ausdruck) ist im Verhdltnis zu ei-
ner anderen Relation tautologisch bzw. kontradiktorisch, konkret sie ist logische Fol-
ge oder kontradiktorische ‘Folge’ der anderen Relation.

e Notwendigkeit (Tautologie)
- absolut
z.B.: X"V =X Notwendig(X V" =X) NX V" =X)
Hier kann man auch nur schreiben ‘N(X v —X)’, denn durch den Modal-
Ausdruck ,,notwendig® wird bereits ausgedriickt, dass eine Tautologie vorliegt.
- relativ
z.B:XAY=Y Notwendig(Y,XAY) N(Y,XAY)
Lies: ‘Y ist (analytisch) notwendig in Bezug auf X A Y".
Allerdings ist X A Y = Y im Ganzen ebenfalls absolut notwendig.
Fiir die Darstellung der relativen Notwendigkeit bietet sich die Implikation oder
Positiv-Implikation an. Allgemein: N(W, @) = 4@ = ¥ (bzw. © *= V)
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o Unmdéglichkeit (Kontradiktion)
Man kann Unméglichkeit als ,,notwendig nicht* oder ,,nicht moglich* darstellen, aber ich
verwende hier zur Einfachheit keinen abgeleiteten Begriff.

- absolut
z.B. X A =X Unmoglich(X "A™ —X) UX A —=X)
- relativ
zZB:(X'V =X) & (X A =X)
Unméglich(X "A~ =X, X v =X) UX A =X, X'V =X)

Die Bestimmung des relativen ,,Unmoglich® ist nicht sehr liberzeugend, denn X "A™ —X ist ja
bereits absolut unmoglich, weil kontradiktorisch, es ist wenig informativ, dass es zusétzlich
auch noch relativ unméglich ist.

Naheliegend wire dagegen U(Y, (X — —Y) A X)). Man geht also davon aus: Wenn X
nicht-Y impliziert und X giiltig ist, dann ist =Y relativ notwendig: (X > -Y) A X = =Y. In
diesem Fall miisste aber Y relativ unmoglich und der gesamte Schluss eine Kontradiktion
sein. Nur stimmt das nicht. (X > =Y) A X ——> Y (+ — + +) ist nicht kontradiktorisch, son-
dern es liegt ein semi-analytischer Schluss vor, der sogar in 3 von 4 Welten giiltig ist.

Verwendet man allerdings die Positiv-Implikation, dann erhélt man die gewlinschte Kontra-

diktion: (X *> =Y) A X *& Y ([I-[J0).
Bei Verwendung der Positiv-Implikation konnte man z. B. schreiben:
*UY, X *—> =Y A X).
Das * bei dem U (also *U) weist darauf hin, dass die Positiv-Implikation *— verwendet wird.
Hier gilt: *Unmdéglich(V, @) =4 ® *= —=¥. Oder kurz: *U(VY,D) =4 © *= V.

¢ Problemfall «Moglichkeit»
Ich hatte anfangs gesagt, aussagen-logisch 1asst sich nur ,,notwendig® und ,,unmdglich* dar-
stellen, aber nicht der Modus ,,mdglich®. Man konnte dagegen einwenden: Der Bereich semi-
analytisch steht fir ,,mdglich® bzw. ,,unnotwendig®. Z. B. konnte man folgenden aussagen-
logischen Ausdruck modal-logisch als Mdglichkeits-Aussage deuten:
XvY—>Y als M(Y,XVY)

Es ist zwar richtig, dass aussagen-logisch der semi-analytische Bereich generell fiir die Welt
des (logisch) Moglichen steht und somit alle semi-analytischen Relationen logisch moglich
sind — Entsprechendes gilt fiir den synthetischen Bereich. Aber es gelingt aussagen-logisch
nicht, Beziehungen zwischen moglich und notwendig (oder unmdglich) addquat darzustellen.

Dazu hier nur eine kurze Begriindung:
X AY = Y ist eine Tautologie, entsprechend auch das dquivalente ‘Notwendig(Y, X A Y)’.
Dagegen sind X v Y —— Y und entsprechend ‘M(Y, X v Y)’ semi-analytisch.

Nun lautet eins der zentralen Gesetze der Quantoren-Logik: notwendig = moglich
Das besagt: ,,Wenn etwas notwendig ist, dann ist es auch (mindestens) moglich®.

Aber es gilt: Eine Tautologie impliziert logisch nur eine andere Tautologie:

Tautologie = Tautologie (+ +++ = ++++).

D. H. eine (semi-analytische) Moglichkeits-Aussage kann nie aus einer (tautologischen) Not-
wendigkeits-Aussage folgen.

Vielmehr gilt das Gegenteil, im Beispiel: (X VY —Y) = (XAY =Y).
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2 —2 QUANTOREN- UND PRADIKATEN-LOGIK

2-2-1 Einfiihrung

2-2-2 Implikation

2-2-3 Positiv-Implikation
2-2-4 Systematik

2-2-5 Erweiterungen

2-2-1 Einfithrung

2-2-1-1 FORMULIERUNGEN
Ich habe bisher im Wesentlichen 4 Stufen in der Quantoren-Logik unterschieden:
alle, alle nicht, einige, einige nicht
Es bestehen aber zwischen den Formen von ,,alle” und ,einige* Aquivalenzen, so dass man
insgesamt auf 8 Unterscheidungen kommt:
Dabei bestehen folgende analytische Aquivalenzen (in normaler Sprache und formal):

alle nicht einige nicht A = —V—=
alle nicht nicht einige A= & -V
nicht alle einige nicht -A & V=
nicht alle nicht  einige A~ & A%

Dabei gilt es verschiedene Negationen von A zu unterscheiden:

kontradiktorische Verneinung —A A><" A
kontrdre Verneinung A— AT =A
doppelte, subalterne Verneinung  —A— A = —A

Ahnliches, aber nicht Gleiches gilt fiir fiir V = einige.

Wichtig ist hier, den Unterschied zur Aussagen-Logik zu sehen: Aussagen-logisch gibt es im
strengen Sinn nur eine Verneinung, die kontradiktorische. Allerdings entspricht aussagen-
logisch —(X — Y) quantoren-logisch A—(X — Y) (vgl. dazu vor allem 1-4-1-5).

Position kontradiktorisch kontrar subaltern
Aussagen-Logik X-=>Y -X->Y)
Quantoren-Logik AX->Y) —-AX->Y) A-X->Y) -A-X->Y)

Ich habe schon grundsitzlich dargelegt, dass man die Quantoren-Logik (bzw. die Pridikaten-
Logik) als eine Erweiterung der Aussagen-Logik verstehen kann. Insofern gilt:
- alle Gesetze der Aussagen-Logik gelten auch in der Quantoren-Logik
- es gibt spezifische Gesetze der Quantoren-Logik, die in der Aussagen-Logik nicht
darstellbar sind (dies sind genau die, die den Partikuldr- oder Existenz-Quantor
verwenden)
Anbei ein Beispiel fiir die Darstellung eines Gesetzes in aussagen-logischer und quantoren-
logischer Form:
z. B. aussagen-logisch: XAY =Y
quantoren-logisch: Ax(Fx A Gx) = Ax(Gx)
bzw. vereinfacht A(X AY) = A(Y)
pradikaten-logisch: (Fx; A Gxj) A ... A (Fxp A GXp) = (Gx) A ... A GXyp)
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2-2-1-2 DARSTELLUNGSFORMEN
Wie beschrieben (in 1-2-1-4) geht es hier im Grunde um eine Klassen-Logik, die man aber in
verschiedener Weise darstellen kann:

Das soll am Beispiel des quantoren-logischen Gesetzes ,,alle” = ,,einige* (verstanden als
,mindestens einige* — inklusiv) erldutert werden:
e Quantoren-Logik: Ax(Fx) = Vx(Fx)
e Pridikaten-Logik: Fx; A ... AFx, = Fx;v ... vFx,

e Mengen-Logik: FcG = FnaG

F M G kann man auch iibersetzen mit ,,F schneidet G*“: Das entspricht ,,einige F sind G*.
FcG = F M G wire also zu deuten: wenn F Teilmenge von G ist, dann schneidet F
auch G.

Fiir ,,F schneidet G verwende ich das Zeichen M1, also F M G. Dies darf nicht verwech-
selt werden mit F m G fiir ,,die Schnitt-Menge F n G*“. F 1 G ist eine Relation, F N G ist
eine Menge. Es ist bezeichnend, dass es fiir die Relation kein eingebiirgertes Zeichen gibt.

Denn genau wie sich in der Aussagen-Logik kein Relator findet, der ,,einige F sind G* aus-
driickt, so auch nicht in der Mengenlehre (die entsprechend der Aussagen-Logik 2-wertig ist).

2-2-1-3 LOGISCHES QUADRAT
Die wichtigsten analytischen klassen-logischen Relationen behandelt das sogenannte /ogische
Quadrat (bzw. Rechteck), das in einer aussagen-logischen Form schon eingefiihrt wurde.

¢ in normaler Sprache

)+
alle alle—
U >t U
- + + -
einige v, einige—

Das Zeichen ><" in der Mitte bezieht sich auf beide Diagonalen:
1. alle "><" einige— 2.alle~ "™><' einige

Zur Erinnerung die Wahrheitsverldufe der oben genannten Junktoren bzw. Relatoren:

XY A \% >< ‘ - >

+ + + + - - + +

+ - - + + + - -

- + - + + + + -
_l’_
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e cinfache Relationen
Einfache Relationen sind solche mit einer Pradikat-Variablen wie Ax(Fx) im Gegensatz zu
komplexen Relationen mit zwei oder mehr Pridikat-Variablen wie Ax(Fx — Gx).

Darstellung in Quantoren-Logik

Ax(Fx) T Ax—(Fx)
U ><t U
Vx(Fx) A Vx—(Fx)

Anmerkung zur Schreibweise. Man kann Ax—(Fx) oder Ax(—Fx) schreiben.

Darstellung in Individuen-Logik (Prddikaten-Logik)

++
Fxi A ... AFx, | —Fxi A ... A=Fx,
U > U
+ +
Fx;v ... vFx, Vv —Fx; v ... v—=Fx,

e komplexe Relationen
Komplexe Relationen enthalten mindestens zwei Pradikat-Variablen (,F’ und ,G’). Ich bringe
hier nur eine Realisation des logischen Quadrats, spater werden Variationen vorgestellt.

Ax(Fx = Gx) T Ax—(Fx = Gx)
U ><t y
Vx(Fx - Gx) A Vx—(Fx - Gx)

2-2-1-4 GESETZE
Im Folgenden eine Ubersicht iiber wichtige Gesetze der Quantoren-Logik. Im spiteren Text
werden weitere Gesetze vorgestellt und vor allem problematische Gesetze diskutiert.

e cinfache Relationen

Aquivalenzen
Ax(Fx) = —Vx—(Fx)
Ax—(Fx) = —Vx(Fx)
—Ax(Fx) = Vx—(Fx)
-Ax—(Fx) < Vx(Fx)
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Schliisse (die nicht aus den Aquivalenzen folgen)

Ax(Fx) =
—Ax(Fx) —
Ax—(Fx) =
-Ax—(Fx) <«

e komplexe Relationen

Aquivalenzen
Ax(Fx — Gx)
Ax—(Fx — Gx)
—Ax(Fx — Gx)
—Ax—(Fx — Gx)

Vx(Fx)

- Vx(Fx)

Vx—(Fx)

—|VX—|(FX)

= —Vx—-(Fx - Gx) < —Vx(Fx A =Gx)
= —Vx(Fx - Gx) = —Vx—(Fx A =Gx)
= Vx—(Fx - Gx) = Vx(Fx A —Gx)

= Vx(Fx = Gx) = Vx—(Fx A =Gx)

Schliisse (die aus den Aquivalenzen folgen, eine Auswahl)

Ax(Fx) =
Ax—(Fx) =
—Ax(Fx) =
—-Ax—(Fx) =

—Vx—(Fx)
—Vx(Fx)
Vx—(Fx)
Vx(Fx)

Schliisse (die nicht aus den Aquivalenzen folgen)

Ax(Fx — Gx)
—Ax(Fx — Gx)
Ax—(Fx — Gx)

= Vx(Fx = Gx)
—Vx(Fx - Gx)

P—
= Vx—(Fx - Gx)
P—

—Ax—(Fx — Gx) —Vx—(Fx - Gx)

Durch Verwendung einer spezifischen Individuen-Konstante x; sind zusétzlich z. B. folgende
Schliisse moglich:

Ax(Fx) = Fxj

Ax—(Fx) = —Fx;

Fx; = Vx(Fx)

—Fx; = Vx—(Fx)

Prddikaten-logisch ergibt sich:
Fxi A ... AFX, = Fx
—Fxi A ... A =Fxp = —FX
Fx; = Fx;v...vFx,
—Fx; = —Fx;v... v =Fx,

Beispiel fir Fx; A ... A Fx, = Fx;: Wenn gilt, x; ist Mensch und x; ist ein Mensch und ... und
X, st ein Mensch, dann ist auch x; (ein beliebiges bestimmtes x) ein Mensch.

2-2-1-5 WAHRHEITS-TAFELN

In der Aussagen-Logik kann man die Giiltigkeit einer Relation durch die Wahrheitstafeln
problemlos tiberpriifen. Dabei ergibt sich die Giiltigkeit der Gesamt-Relation aus der Giiltig-
keit der Einzel-Relationen (bzw. Einzelfaktoren). In der Quantoren-Logik ist das schwieriger.
Man kann nicht einfach aus den Wahrheitstafeln der Aussagen-Logik Wahrheitstafeln fiir die
Quantoren-Logik ableiten. Dennoch gibt es verschiedene Moglichkeiten. Ausfiihrlich, fiir
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Spezialisten, gehe ich darauf im Buch ,,Integrale Logik*. Hier erfolgt eine Kurzfassung. Dabei
konzentriere ich mich auf eine semi-analytische Relation, weil deren Wahrheitstafel interes-
santer ist. Auf die Wahrheitstafeln synthetischer quantoren-logischer Relationen bin ich in
1-2-2-4 eingegangen.

Als Beispiel nehme ich den semi-analytischen Schluss Vx(Fx) —— Ax(Fx). Ich bringe
nachfolgend die wichtigsten Wahrheitstafeln (analog zur Aussagen-Logik), wobei ich zur U-
bersichtlichkeit darauf verzichtet habe, + durch A bzw. V und — durch —A bzw. —V darzustel-
len, wie in 1-2-2-4 erlautert.

e normale Wahrheitstafel:
Vx(Fx) — Ax(Fx)

+ + o+
+ -
+ -
_ L

Die Einsetzung der Wahrheitswerte fiir Vx(Fx) und Ax(Fx) erklirt sich wie folgt: Bei 2 Va-
riablen entspricht Vx(Fx) pradikaten-logisch Fx; v Fx, und aussagen-logisch X v Y;
Ax(Fx) entspricht pradikaten-logisch bei 2 Variablen Fx; A Fx; und aussagen-logisch X A'Y.
Um zu priifen, ob ein Ausdruck ®,, @, ,..., @, tautologisch, kontradiktorisch oder semi-
analytisch ist, geniigt es normalerweise, nur die ersten zwei Glieder zu priifen.

o konjunktive Wahrheitstafel (2.und 3. Zeile sind gleich)
[Vx(Fx) A Ax(Fx)] = [Vx(Fx) —> Ax(Fx)]

1. + + + o+ +
2. + - -+ -
3. + - -+ -
4. - - -+ +

Dazu folgende Einzel-Relationen, welche alle Tautologien sind

1. [Vx(Fx) A Ax(Fx)] = [Vx(Fx) — Ax(Fx)]
2 [Vx(Fx) A =Ax(Fx)] = —[Vx(Fx) —> Ax(Fx)]
3. [Vx(Fx) A —=Ax(Fx)] = —[Vx(Fx) —> Ax(Fx)]
4 [-Vx(Fx) A —Ax(Fx)] = [Vx(Fx) —> Ax(Fx)]

e komplexe Relationen

Wir haben bisher nur einfache Relationen der Form Vx(Fx) —— Ax(Fx) behandelt, weil sich
hier die Wahrheitstafeln tibersichtlicher darstellen lassen. Was ist aber mit komplexen Relati-
onen der Form Vx(Fx —» Gx) —> Ax(Fx — Gx)? Insofern der Ausdruck in der Klammer
gleich ist (z. B. Fx — Gx), es also nur um die Verhiltnisse zwischen den Quantoren geht,
gelten im Wesentlichen die oben gemachten Aussagen.

Schwieriger ist es, wenn der Ausdruck in der Klammer (und ggf. zusitzlich die Quantoren)
unterschiedlich sind, also z. B.: Ax(Fx - Gx) —— Vx(Fx A Gx). Hier hat es wenig Sinn,
eine direkte quantoren-logische Wahrheitstafel aufzustellen, weil die Struktur in der Klammer
eine Rolle spielt. Sondern man muss eine prddikaten-logische Analyse vornehmen. Fiir n = 2
ergibt sich: (Fx; —» Gx)) A (Fx2 > Gxp) —> (Fx1 A Gx1) v (Fx2 A Gxp).

Dabei verwende ich erstmals die libersichtlichere Wahrheitswertetafel in Tabellenform.
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FX] —> GX] A FX2 —> GXZ —_—> FX1 A GX1 \V FX2 A GXz
L+ |+ |+ 1+ |+ [+t + |+ |+ [+ 1+ 1+ |+ |+
2 |+ |+ 1+ =1 |- |- + |+ |+ [+ |+ 1+ |- |-
31+ 1+ 1+ 1+ - [+ |+ + |+ [+ [+ |+ 1- |- |+
4 |+ |+ |1+ |+ - |+ |- + |+ 1+ 1+ 1= |- |-
5 1+ - 1= |-+ [+ |+ + 1+ [ [- 1+ 1+ |+ |+
6 |+ |- [1- 1I-1+ |- |- + |1+ - 1- -1+ |- |-
7T 1+ -1 -1 [+ |+ + 1+ -1- 11 |- |+
8 1+ - - |I-1- |+ |- + 1+ - 1- 1-1- |- |-
9 |- |+ [+ I+ |+ [+ [+ + |- |- [+ |+ 1+ [+ |+
10 |- |+ |+ -1+ |- |- + |- -1+ -1+ |- |-
=+ |+ 1+ |- [+ [+ - 1- -1+ -1 |- |+
12 |- |+ |+ |+ - [+ |- - 1- -1+ -1 |- |-
13 1- |+ |- |+ 1+ [+ |+ + |- - 1- 1+ 1+ |+ |+
14 1- |+ |- -1+ |- |- + - -1- -1+ |- |-
15 |- |+ |- |+ - [+ |+ -1- -1 11 |- |+
16 |- |+ |- |+ 1- [+ |- - 1-1-1-=1-1-1-I-

Bei Ax(Fx - Gx) —— Vx(Fx A Gx) handelt es sich also um eine semi-analytische Relati-
on. Denn unter dem Zentral-Relator —— kommen + und — vor. Um hier generell von einer
semi-analytischen Relation zu sprechen, reicht die Priifung fiir n = 2.

Fazit: Auch wenn es nicht so einfach ist wie in der Aussagen-Logik, man kann vor allem
einfache quantoren-logische Relationen sehr wohl mittels Wahrheitstafeln tiberpriifen bzw.
beweisen. Am sichersten sind dabei priadikaten-logischen Wahrheitstafeln.

2-2-2 Implikation

2-2-2-1 TAUTOLOGIE

Auch hier sei wieder unterschieden zwischen

- allgemeinen aussagen-logischen Gesetzen, die auch quantoren-logisch gelten
- speziellen quantoren-logischen Gesetzen (die aussagen-logisch nicht gelten)

- speziellen prddikaten-logischen Gesetzen (die quantoren-logisch nicht gelten)

Dazu folgendes aussagen-logisches Beispiel: Modus ponens bzw. analog: (X > Y)A X =Y
e Aussagen-logisches Gesetz in quantoren-logischer bzw. pradikaten-logischer Form
Ax(Fx = Gx) A Ax(Fx) = Ax(Gx)
Vereinfacht: A(X — Y) AAX) = A(Y)
Fxi > Gx) A oo A(Fxn > Gxp) A (Fxi Ao AFX)) = (Gxp Ao AGXy)
e Speziell quantoren-logisches Gesetz
Ax(Fx — Gx) A Vx(Fx) = Vx(Gx)
Vereinfacht: A(X — Y) A V(X) = V(Y)
(Fxi > Gx) A oo A(Fxn > GXp) A (FXp v VEX) = (Gxy Vv v GXy)
¢ Speziell priadikaten-logisches Gesetz
Ax(Fx = Gx) A Fx; = Gx;
(Fx; > Gxp) A ... A(Fxy = Gxp) A Fxi = Gxg
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Ax(Fx —» Gx) A Vx(Fx) = Vx(Gx) ist aussagen-logisch nicht darzustellen, weil es fiir den
Partikuldr-Quantor V kein Aquivalent in der Aussagen-Logik gibt.

Die Formalisierung Ax(Fx — Gx) A Fx; = Gx; konnte annehmen lassen, dieses Gesetz las-
se sich doch rein quantoren-logisch darstellen. Aber in der eigentlichen Quantoren-Logik
kommen keine Individuen-Konstanten wie X; vor, sondern nur Individuen-Variablen wie X, y,
die durch Quantoren gebunden werden. Dasselbe gilt fiir Ax(Fx — Gx) A =Gx; = —Fx;.

Ein wichtiges und unmittelbar einleuchtendes Gesetz der (traditionellen) Klassen-Logik ist:
»Wenn alle F auch G sind, dann sind einige G auch F*“. Hypothese: Dieses Gesetz gilt auch in
der Quantoren-Logik fautologisch. Die folgende Grafik veranschaulicht das Gesetz.

Formal: Ax(Fx — Gx) — Vx(Gx — Fx) bzw. Ax(Fx - Gx) —> Vx(Fx « Gx).
Ich verwende hier aber nur den Pfeil fiir semi-analytische Implikation. Denn bei der Nor-
mal-Implikation bzw. der normalen Quantoren-Logik gilt dieses Gesetz nicht tautologisch.
Zum Beweis per Wahrheitstafel wird die Relation zunéchst in Prddikaten-Logik libersetzt.
(Fx; > Gx; A ... A Fxy > Gxy) — (Fx; <~ Gx; v... v Fx, < Gxy).
Nun habe ich schon erldutert: um den logischen Status (tautologisch, semi-analytisch oder
kontradiktorisch) einer Relation zu priifen, geniigt es normalerweise, von n = 2 auszugehen.
D. h.: (Fx; > Gx; A Fxp > Gxp) — (Fx; <~ Gx; v Fxp; < Gxy).
Das kann man vereinfacht quasi aussagen-logisch schreiben:
(X1 —)Yl 7AN Xz—)Yz) —> (X1 (—Yl \4 Xz(—Yz).
Ich spreche von quasi aussagen-logisch, weil die Indizes im Grunde prddikaten-logisch sind.
Dafiir stelle ich nun eine Wahrheitstafel auf. Dabei verwende ich wieder die Wahrheitswerte-
tafel in Tabellenform, welche fiir mehrere Variablen {ibersichtlicher ist.

Ax(Fx - Gx) —> Vx(Fx <« Gx)

Xi|o> YA | X [ Vo |— | Xi |« | Y]V [ Xo ]« | Y2
[+ [+ [+ |+ |+ |+ +
2 |+ (+ |+ -+ 1=-1=1+ |+ |+ |+ |t |t |t |-
RO SR S S NS S S [ S S S S DS R B
4 [+ [+ [+ 1+ =1+ =1+ |+ |+t |+ |+ ]- |t |-
S5+ ===+ 1+ [+ |+ |+ [+ |=-1+1+ [+ |+
6 |+ |- |=|-1tI=-|-1+ T |t |-+t |t |-
71+ |- =1-1-1+[+|+ |+ [+ |-1+1-[- |+
8 I+ |-|=|=-1=-1|+ 1=+ |+ [+ |=|+]- |+ |-
O - |+ [+ |+ |+ [+ [+ + |-|=-|+]+ 1+ |+ |+
- |+ /+1-1+=1-1+ |-|=-1+1+|+ |t |-
Il= [+ [+ |+ ]=-|+ [+ = 1=-1=1|F+1-1- (- |+
n2- [+ [+ 1+-1+-1+ 1-1-1+1+]- |t |-
Bl-|+t =1+ 1+ [+t + |-+t |-t |+ |t
M-+ ==+ 1=-1=-1+ -1+t 1=1F1F |+ |-
15— [+ = |+ |- |+ [+ ]+ |-+ -1+ |- |+
6l— |+ = |+ |- |+ =1+ |-+ |=-1+1I|- |+ |-
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Die Tafel ist zwar nur in einer Welt (bzw. einer, der 11. Zeile) ungiiltig, aber das reicht dafiir,
dass dieses Gesetz nicht generell, nicht tautologisch gilt, sondern nur semi-analytisch ist.

Man konnte allerdings einwenden, dass man ,,einige G sind F* meistens mit Vx(Gx A Fx)
formalisiert und nicht mit Vx(Gx — Fx). Man sollte den Schluss daher nicht so schreiben:

Ax(Fx > Gx) = Vx(Gx — Fx) (Hypothese)
Sondern:

Ax(Fx — Gx) = Vx(Gx A Fx)  (Hypothese)
Aber auch dies ist kein strenges Gesetz. Um das zu beweisen, verwenden wir zunéchst das
Vertauschungsgesetz: Vx(Fx A Gx) < Vx(Gx A Fx)

Es geniigt also zu zeigen, dass folgende Relation kein strenges Gesetz ist:

Ax(Fx - Gx) = Vx(Fx A Gx) (Hypothese)

Es gilt nur semi-analytisch: Ax(Fx - Gx) — Vx(Fx A Gx)
Diesen Beweis werde ich gleich in 2-2-2-3 ausfiihrlich demonstrieren. Bleibt festzuhalten:
Das gut bewéhrte, klassische Gesetz ,,wenn alle F auch G sind, dann sind einige G auch F* ist
bei den iiblichen Formalisierungen der Quantoren-Logik nicht giiltig.

2-2-2-2 KONTRADIKTION
Hier sei daran erinnert, dass die Implikation nur kontradiktorisch ist, wenn von einer Tautolo-

gie auf eine Kontradiktion geschlossen wird: also Tautologie # Kontradiktion. Dazu nur
zwei Beispiele:
e aussagen-logisches Gesetz in quantoren-logischer Form
Ax(Fx "v" —Fx) # Ax(Fx "A —Fx)
¢ quantoren-logisches Gesetz
Ax(Fx "v' —Fx) # Vx(Fx A" —Fx)

2-2-2-3 SEMI-ANALYTISCH
Als wesentliche Gesetze der traditionellen Quantoren-Logik bzw. Klassen-Logik gelten:

Alle = einige und alle— = einige—
In der Formalisierung Ax(Fx — Gx) = Vx(Fx — Gx) gilt dieses Gesetz bei der Verwendung
der Implikation. Wie in 1-2-4-4 beschrieben, findet man aber am hdufigsten in der logischen
bzw. wissenschaftstheoretischen Literatur folgende Formalisierungen:

Alle F sind G: Ax(Fx = Gx)
Einige F sind G: Vx(Fx A Gx)
Alle F sind nicht G: Ax(Fx - —Gx)
Einige F sind nicht G: Vx(Fx A =GXx)

Bei diesen Formalisierungen ist der Schluss von ,alle auf ,,einige* aber nur semi-analytisch,
nicht tautologisch. Ebenso der Schluss von ,,alle nicht* auf ,,einige nicht“. Es gilt hier also:
Alle —= einige bzw. alle —— einige (und entsprechend), konkret bedeutet das:

Ax(Fx - Gx) —— Vx(Fx A Gx)

Ax(Fx —» —Gx) —> Vx(Fx A =Gx)

Das kann man zeigen, indem man die Klassen-Relationen (,,quantoren-logischen* Formeln) in
Individuen-Relationen (,,pradikaten-logische* Formeln) iibersetzt, fiir die sich Wahrheitstafeln
angeben lassen. Noch eleganter soll das spdter im quantitativen Modell gezeigt werden.

Fir Ax(Fx - Gx) —— Vx(Fx A Gx) schreibt man pridikaten-logisch ausfiihrlich:
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(Fx; = Gxp) A (Fx; > Gx) Ao A(Fxp— Gxp) —>

(Fx; A Gx3) v (Fxo A GXx2) Vv...v (Fxy, A GXy)
Zwar kann man (praktisch) die Wahrheitstafeln nicht fiir alle n angeben, aber es geniigt ja zu
zeigen, dass jeweils in einem Fall die Folge ® = ¥ nicht erfiillt ist, dann bedeutet das bereits
® —— Y, also einen nur semi-analytischen Schluss.

Da eine Implikation Fx; — Gx;in der letzten Zeile der Wahrheitstafel immer positiv (+) ist,
muss auch die Konjunktion solcher Implikationen in der letzten Zeile der Wahrheitstafel posi-
tiv sein. Andererseits ist eine Konjunktion Fx; A Gx; in der letzten Zeile der Wahrheitstafel
immer negativ (—). Somit muss eine Disjunktion dieser Konjunktionen in der letzten Zeile der
Wabhrheitstafel negativ sein. Die Implikation X — Y ist ja aber so definiert, dass sie negativ
ist, wenn das Vorderglied positiv und das Nachglied negativ ist. D. h. dass die Wahrheitstafel
fiir die Gesamtformel (mindestens) in der letzten Zeile negativ sein muss.

Entsprechend lieBe sich Ax(Fx — —-Gx) — Vx(Fx A —=Gx) beweisen.
Ich verweise hier auch auf die Wahrheits-Tabelle in 2-2-1-5, wo ich bereits fiir n = 2 gezeigt
habe, dass hier nur ein semi-analytischer Schluss vorliegt:

Dies bestétigt noch einmal, dass der Schluss von ,.alle auf ,,einige” in der Formulierung
Ax(Fx > Gx) —— Vx(Fx A Gx) nicht tautologisch ist, entsprechend der Schluss von ,,alle
nicht* auf ,,einige nicht”. Da die Gesetze ,,alle = einige* und ,alle— = einige—,, aber
erstens allgemein anerkannt und zweitens sehr wesentlich fiir die Bedeutung von ,,alle” und
»einige* sind, muss man die oben genannte formale Interpretation von A//-Sétzen und Parti-
kuldir-Scitzen als sehr problematisch einstufen (dazu spéter weitere Argumente).

Man kann allerdings Ax(Fx — Gx) —— Vx(Fx A Gx) in einen strengen Schluss tiberfiih-
ren. Dazu muss man folgende Zusatzhypothese einfiihren: Ax(Fx). Im Ganzen:

Ax(Fx = Gx) A Ax(Fx) = Vx(Fx A Gx)
In dieser Form ist der Schluss zwar tautologisch. Das werde ich im quantitativen Punkt 2-5
beweisen. Aber die Einfithrung von Ax(Fx) ist durchaus problematisch.

Angenommen folgendes Beispiel: ,,Fiir alle x gilt: Wenn sie Menschen sind, sind sie sterb-
lich, impliziert logisch: Fiir (mindestens) einige x gilt: sie sind Menschen und sie sind sterb-
lich®. Die Zusatzhypothese lautet dann: ,,Alle x sind Menschen — und das ist unrealistisch.

Eine viel elegantere Losung erlaubt die Positiv-Implikation, wie ich spéter zeigen mdchte.

2-2-2-4 REPLIKATION UND AQUIVALENZ
Fiir die Replikation gilt im Wesentlichen das fiir die Implikation gesagte, daher soll hier auf
eine gesonderte Darstellung verzichtet werden.

Die wichtigsten quantoren-logischen Aquivalenzen sind die Umformungen von Relationen
mit dem A//-Quantor A in solche mit dem Partikuldr-Quantor V. Allerdings kann man anstatt
von Aquivalenzen auch von Definitionen ausgehen, was aber logisch kaum einen Unterschied
macht, beide gelten notwendig: z. B.: A(X) =¢r = V—(X).

Alle nicht einige nicht AX) <& VX
Alle nicht nicht einige A—(X) & =V(X)
Nicht alle einige nicht -AX) & V=(X)
Nicht alle nicht einige —A—-(X) < V(X)

Das ist hier jeweils die Darstellung in der verkiirzten Form, voll ausgeschrieben lautete die
obige Aquivalenz z. B.: Ax(Fx — Gx) < —V—( Fx = Gx)

2-2-2-5 SYLLOGISMUS
Mit Syllogismus bezeichnet man traditionell eine Form von Quantoren-Logik, die mit
3Variablen (M, S und P) operiert — und nicht mit 2, wie hier bisher dargestellt. Der Syllogis-
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mus geht auf Aristoteles zuriick. Man unterscheidet 4 Figuren mit insgesamt ca. 20 giiltigen
Schliissen (die genaue Anzahl ist umstritten: 15, 18, 19 oder 24).

Der Syllogismus arbeitet auch mit den vier genannten Urteilen (entsprechend Relationen),
er benennt sie mit den Buchstaben a, e, i, 0

a: alle z.B.:SaP alle S sind P

e: alle nicht z.B.:SeP alle S sind nicht P

i: einige z.B.:SiP einige S sind P

o: einige nicht z. B.:SoP einige S sind nicht P

S = Subjekt, P = Pradikat, M = Mittelbegriff

Ein bekannter Syllogismus ist: (SaM)A (M aP) = (SaP) (bzw. zuerst M a P)
Quantoren-logisch z. B.: Ax(Fx - Gx) A Ax(Gx —> Hx) = Ax(Fx — Hx)
Aber man schreibt einen Syllogismus normalerweise vertikal, nicht horizontal:

SaM Ax(Fx — Gx)
MaP Ax(Gx = Hx)
SaP Ax(Fx — Hx)

Diesen Syllogismus veranschaulicht das folgende Diagramm:

Manche Syllogismen lassen sich mit der herkémmlichen Implikation nicht darstellen, sondern
nur mit der Positiv-Implikation. Im Grunde gibt es hier dieselben Probleme, die ich fiir die
Quantoren-Logik beschreibe.

Der Bereich der Syllogismen ist sehr umfangreich, ich kann hier nicht ausfiihrlich darauf
eingehen. An spiterer Stelle, vor allem bei der quantitativen Logik, wird das Thema noch
genauer behandelt.

2-2-3 Positiv-Implikation

2-2-3-1 TAUTOLOGIE

Zum groflen Teil gelten die gleichen Schliisse wie bei der normalen Implikation, z. B.:
Ax(Fx *— Gx) A Fx; *= Gx;
Ax(Fx *— Gx) A Ax(Fx) * = Ax(Gx)

Allerdings gibt es auch Unterschiede:

e ., Wenn alle F auch G sind, dann sind mindestens einige G auch F*
Wir hatten gesehen, dieses wichtige Gesetz gilt nicht streng bei Verwendung der Normal-
Implikation, aber bei Verwendung der Positiv-Implikation:Ax(Fx *— Gx) *= Vx(Fx «* Gx)
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Ich verweise dazu auf die Wahrheits-Tabelle in 2-2-2-1 mit der normalen Implikation. Der
semi-analytische Schluss Ax(Fx — Gx) —— Vx(Fx <« Gx) ist nur in Zeile 11 ungiiltig ().
Es geniigt somit zu zeigen, dass bei der Positiv-Implikation in dieser Zeile ein + oder ein [
steht, denn ein [ verhindert keinen strengen Schluss.

Und da ist die Sachlage eindeutig. Denn man kann (u. a.) die Zeilen 9 — 16 streichen, weil
dort von negativem X; geschlossen wird, und solche Schliisse sind nicht definiert ([]). Da der
Zentral-Relator bei der Normal-Implikation eben nur in der 11. Zeile ungiiltig ist, tritt dieser
Fall also bei der Positiv-Implikation gar nicht auf, sie ist in der 11. Zeile undefiniert.

e . Wenn alle F auch G sind, dann sind mindestens einige F auch G*
Wir hatten gesehen, dieses wichtige Gesetz gilt in der iiblichen Formalisierung nicht bei Ver-
wendung der Normal-Implikation: Ax(Fx — Gx) —= Vx(Fx A Gx)

Aber es gilt bei Verwendung der Positiv-Implikation: Ax(Fx *— Gx) *= Vx(Fx A Gx).
Ich verweise hier auch auf die Wahrheits-Tabelle in 2-2-1-5, wo ich fiir die Normal-
Implikation gezeigt habe, dass hier nur ein semi-analytischer Schluss vorliegt. Wie man dort
sieht: Der (partielle) Schluss ist in den Zeilen 11, 12, 15 und 16 ungiiltig (-).

Es genligt somit zu zeigen, dass bei der Positiv-Implikation in diesen Zeilen ein + oder ein [
steht, dann ist Ax(Fx *— Gx) *= Vx(Fx A Gx) als strenger Schluss gesichert.

Und zwar man kann (u. a.) die Zeilen 9 bis 16 streichen, weil dort von negativem X; ge-
schlossen wird, und solche Schliisse sind unbestimmt, also nicht relevant. Alle ungiiltigen
Felder treten aber in diesem Zeilenabschnitt 9 - 16 auf, eben in Zeile 11, 12, 15 und 16.

2-2-3-2 KONTRADIKTION

Bei der Kontradiktion gilt fiir die Positiv-Implikation Anderes als fiir die normale Implikation.
Sie ist nicht nur kontradiktorisch, wenn das Vorderglied tautologisch und das Nachglied kont-
radiktorisch ist. Sondern iiberhaupt, wenn das Nachglied die Negation des Vorderglieds be-

deutet, also: Position *# Negation.

Dabei ist zu bedenken: genauso wie gilt, eine Positiv-Implikation ist tautologisch, wenn
unter dem Zentral-Relator auer + nur [ (undefiniert) steht, so gilt: die Positiv-Implikation ist
kontradiktorisch, wenn unter dem Zentral-Relator aul3er — nur [J steht.

Beispiele fiir Kontradiktionen sind:

Ax(Fx *— Gx) *# —Ax(Fx *— Gx)

Vx(Fx *— Gx) *# —Vx(Fx *—> Gx)
Diese Kontradiktionen gelten auch, wenn als Teil-Relationen die normale Implikation fun-
giert, also z. B.:

Ax(Fx — Gx) *# —Ax(Fx - Gx)

2-2-3-3 SEMI-ANALYTISCH
Ein typischer semi-analytischer quantoren-logischer Schluss ist der von ,,einige* auf ,alle®,
also z. B.: ,,Wenn einige Menschen Philosophen sind, dann sind alle Menschen Philosophen®.
Das ist zwar nicht kontradiktorisch, aber auch nicht streng folgerichtig.

Vx(Fx *— Gx) *—— Ax(Fx *— Gx)
Andere semi-analytische Schliisse sind:

Vx(Fx *— Gx) *—— =Ax(Fx *— Gx)

Vx(Fx *— Gx) *—— Vx—(Fx *— Gx)
Diese oben genannten semi-analytischen Schliisse sind iibrigens mit der normalen Implikati-
on ebenfalls semi-analytisch giiltig.
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2-2-3-4 REPLIKATION UND AQUIVALENZ

Fiir die Positiv-Aquivalenz gelten quantoren-logisch iiberwiegend die Aquivalenzen der nor-
malen Aquivalenz, etwa die klassischen Umformungen der Quantoren, hier in ausfiihrlicher
Schreibweise mit Individuenvariable x:

Alle nicht einige nicht Ax(Fx *> Gx) < —Vx—(Fx *> Gx)
Alle nicht nicht einige A—(Fx *> Gx) < —-V(Fx *> Gx)
Nicht alle einige nicht —-A(Fx *> Gx) < V—(Fx *—> Gx)
Nicht alle nicht einige —A—(Fx *> Gx) < V(Fx *> Gx)

Die Replikation weist keine Besonderheiten auf, weshalb hier nicht auf sie einzugehen ist.

2-2-3-5 IMPLIKATION UND POSITIV-IMPLIKATION
Folgende Beziehungen bestehen zwischen Implikation und Positiv-Implikation (ich verwende
dabei als Zentral-Relator die Implikation, weil ndmlich nur hier die Kontraposition gilt.)

o Ax(Fx *- Gx) = Ax(Fx - Gx)

Kontraposition: —mAx(Fx - Gx) = —Ax(Fx *— Gx)

(Man kénnte allerdings vertreten, dass hier sogar die Aquivalenz gilt. Aber dies erforderte
komplizierte Erlduterungen, auf die ich hier verzichten mdchte.)

o Vx(Fx *—> Gx) = Vx(Fx — Gx)

Kontraposition: =Vx(Fx — Gx) = —Vx(Fx *— Gx)

Die fiir diese Gesetze werde ich im quantitativen Bereich anbringen, denn quantitativ ist die-
ser Beweis viel leichter und eleganter zu flihren. Natiirlich ist die Positiv-Implikation auch
geeignet, Schliisse des Syllogismus darzustellen, sogar viel geeigneter dafiir als die normale
Implikation, mit der sich nicht alle Syllogismen darstellen lassen.

2-2-4 Systematik
Ich komme zuriick auf die 5 Modelle quantoren-logischer Relationen, die in 1-2-4 und 1-5-4
bereits vorgestellt wurden. Und zwar geht es dabei um komplexe Relationen, in denen jeweils
zwei Pridikate bzw. Eigenschaften F und G vorkommen. Es ist nun zu priifen, inwieweit die
anerkannten GesetzmifBigkeiten des logischen Quadrats gelten.

Allerdings werden die Aussagen hier nicht alle im Einzelnen durch Wahrheitstafeln bewie-
sen. Das erforderte, die quantoren-logischen Relationen zunichst in prddikaten-logische Re-
lationen umzuformen und fiir die dann umfangreiche und komplizierte Wahrheitstafeln aufzu-
stellen. Zwar wurden alle Relationen durch solche Wahrheitstafeln gepriift, aber diese Tafeln
sollen im Text nur in Einzelfdllen aufgefiihrt werden. Ohnehin ist die Beweisfiihrung im
Rahmen der quantitativen Logik leichter und versténdlicher.

Zunéchst sei zur Erinnerung noch einmal das logische Quadrat dargestellt:

+ | +

alle alle—

einige Y einige—
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2-2-4-1 MODELL 1: IMPLIKATION UND NEGIERTE IMPLIKATION

Ax(Fx = Gx) T Ax—(Fx - Gx)
U <t U
Vx(Fx = Gx) YA Vx—(Fx = Gx)

Bei diesem Modell gelten alle analytischen Relationen des logischen Quadrats. Denn in der
Klammer steht immer dieselbe Ausdruck (Fx — Gx). Nur die Quantoren sind unterschied-
lich, und genau zwischen diesen unterschiedlichen Quantoren (einschlieBlich der Negationen)
gelten eben die Beziehungen des logischen Quadrats.

2-2-4-2 MODELL 2: IMPLIKATION UND NEGATIVE IMPLIKATION

Ax(Fx — Gx) Ax (Fx — =Gx)
U v y
Vx(Fx - Gx) v Vx (Fx - —Gx)

Wie man sieht, weichen bei diesem Modell mehrere Beziehungen vom logischen Quadrat ab.
So besteht in der Diagonalen keine Kontravalenz = kontradiktorischer Gegensatz, (*><"),
sondern nur die Disjunktion = subkontrirer Gegensatz ("\v/").

Und auch zwischen Ax(Fx — Gx) und Ax(Fx — —Gx) besteht keine Exklusion, sondern es
lasst sich gar keine relevante analytische Beziehung angeben.

2-2-4-3 MODELL 3: KONJUNKTION UND NEGATIVE KONJUNKTION

Ax(Fx A Gx) T AX(Fx A —Gx)
U T U
Vx(Fx A Gx) Vx(Fx A—Gx)

Hier stimmen 3 analytische Relationen mit dem logischen Quadrat {iberein, d. h. aber auch 3
nicht. In den beiden Diagonalen besteht kein kontradiktorischer Gegensatz ("™><"), sondern

nur ein kontrirer (7). Zwischen Vx(Fx A Gx) und Vx(Fx A—Gx) lésst sich keinerlei tautolo-
gische Relation angeben.
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2-2-4-4 MODELL 4: (NEG.) IMPLIKATION UND (NEG.) KONJUNKTION
Das ist wie gesagt das bekannteste Modell, in der Logik wie in der Wissenschaftstheorie.

Ax(Fx = Gx) Ax(Fx - —Gx)

><

Vx(Fx A Gx) Vx(Fx A =Gx)

Bei diesem am weitesten verbreitetsten Modell stimmen nur die 2 Diagonal-Beziehungen
Ax(Fx = Gx) ™><" Vx(Fx A=Gx) und Ax(Fx = —Gx) "><" Vx(Fx A Gx) mit dem logischen
Quadrat iiberein. Und bei den anderen Relationen besteht gar keine fautologische Verbin-
dung. Es ist erstaunlich, dass dieser Diskrepanz nicht mehr Aufmerksamkeit geschenkt wird,
denn sie stellt die Brauchbarkeit dieses Modells doch sehr in Frage.

Zu den Kontravalenzen und Aquivalenzen von — und A:

e Ax(Fx - Gx) ><" Vx(Fx A —Gx)
Ax(Fx - Gx) < —Vx—(Fx - Gx) < —Vx(Fx A —=Gx)
—Vx(Fx A = Gx) ><" Vx(Fx A =Gx)

e Ax(Fx > —=Gx) ™><" Vx(Fx A Gx)
Ax(Fx > =Gx) < —Vx—(Fx - -Gx) < —Vx(Fx A Gx)
—Vx(Fx A Gx) ><" Vx(Fx A Gx)

2-2-4-5 MODELL 5: (NEGIERTE) POSITIV-IMPLIKATION

Ax(Fx *— Gx) N Ax—(Fx *— Gx)
U <t U
Vx(Fx *— Gx) A Vx—(Fx *— Gx)

Dieses Modell erfiillt alle Bedingungen des logischen Quadrats. Und dieses Modell zeigt
noch einmal besonders klar: Es geht bei All- und Partikuldr-Ausagen nicht um unterschiedli-
che logische Strukturen, sondern nur um unterschiedliche Quantitdt derselben Struktur *—.

Die véllige Ubereinstimmung mit dem logischen Quadrat gilt sonst allein noch fiir das Mo-
dell 1, das sich nur durch Verwendung der Normal-Implikation unterscheidet. Wie ich aber
frither gezeigt habe, fiihrt die normale Implikation zu verschiedenen Problemen. So spricht
sehr vieles fiir dieses Modell mit der Positiv-Implikation, ihr einziger Nachteil ist, dass sie
nicht alle logischen Welten abdeckt.
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2-2-5 Erweiterungen

2-2-5-1 INKLUSIV / EXKLUSIV
Auf die inklusive Quantoren-Logik bin ich schon genauer eingegangen. Bei der exklusiven
Quantoren-Logik ergeben sich teils andere Verhéltnisse. Zunéchst das logische Quadrat.

+ |+
alle ‘ alle—
+ | + + ‘ + + ‘ +
genau & genau
einige einige—

Wichtige Aquivalenzen sind:

Ix(Fx) & [-Ax(Fx) A =Ax—(Fx)] © [Vx—(Fx) A Vx(Fx)]

—3Ix(Fx) & [Ax(Fx) v Ax—(Fx)] < [-Vx—(Fx) v = Vx(Fx)]
Wichtige Folgen sind:

Ix(Fx) = —Ax(Fx) Ix(Fx) = —Ax—(Fx)

Ix(Fx) = Vx(Fx) Ix(Fx) = Vx—(Fx)
Pridikaten-logisch gilt :

Ix(Fx) & (Fx;v...vFxy) A (=Fx;v...v=Fxy)

—3Ix(Fx) & (Fxi A ... AFxp) v (=Fx; A ... A =Fxy)

Im Verhiltnis zur inklusiven Quantoren-Logik ergibt sich in einer Gesamt-Ubersicht:

—genau S —genau
einige einige—
—einige— < alle N alle- | < —einige

einige < —alle— —alle | < einige—

l i

genau = genau
einige einige—
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2-2-5-2 SECHS-WERTIGE LOGIK
Die 6-wertige Logik wurde in ihrer synthetischen Form bereits vorgestellt. Als neue Katego-
rie wurde dabei ,,die meisten* eingefiihrt. Jetzt geht es um die analytischen Beziehungen.
Die 6-wertige Logik umfasst folgende Stufen bzw. Gegensétze:
Alle — alle nicht / die meisten — die meisten nicht / einige — einige nicht.

Es gilt bei inklusiver Interpretation:
alle = die meisten = einige —einige = —die meisten = —alle
alle—m = die meisten— = einige— —einige— = —die meisten— = —alle—
Bei inklusiver Interpretation gilt also: mindestens einige (vielleicht die meisten, vielleicht
alle), mindestens die meisten (vielleicht alle).

Bei exklusiver Interpretation heil3t es dagegen: genau einige, genau die meisten. So gilt:
Genau einige <> genau einige nicht
Aber anders: Genau die meisten <> genau die wenigsten nicht
Bei der exklusiven Logik ergeben sich allerdings nur 5 Unterscheidungen, man kommt also
zu einer S-wertigen Logik:
alle / genau die meisten / genau einige (nicht) / genau die wenigsten / alle nicht.
AuBler zwischen den dquivalenten Ausdriicken herrscht exklusiv tiberall der kontrire Gegen-
satz, also @ '[" ¥ bzw. ® = —¥. Z. B. gilt fiir ,,alle*:
alle = —die genau meisten A —genau einige A —genau die wenigsten A —alle nicht

2-2-5-3 DIMENSIONEN
Verschiedene Dimensionen wie Raum und Zeit konnen entsprechend strukturiert werden:
In der 4-wertigen (inklusiven) Raum-Logik gilt:
iiberall = mancherorts
In der 6-wertigen Raum-Logik gilt:
iiberall = meistenorts = mancherorts

In der 4-wertigen (inklusiven) Zeit-Logik gilt:
immer = manchmal
In der 6-wertigen Zeit-Logik gilt:
immer = meistens = manchmal
Fiir die Negationen gilt Entsprechendes.

2-2-5-4 MODAL-LOGIK
e Inklusive Modal-Logik
Hier gilt in der 4-wertigen Logik, entsprechend dem logischen Quadrat der Quantoren-Logik:

notwendig N notwendig—
y >< U
moglich A moglich—
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Z. B.: Notwendig(®) ><" Moglich(—=®) bzw. Notwendig(®) < —Moglich(—®).
Es ist beliebig, ob man z. B. -M&glich(—®) oder -M&glich—(P) schreibt.
Entsprechend der Quantoren-Logik gelten folgende Aquivalenzen in der Modal-Logik:

Notwendig < —Moglich— N < —M-
Notwendig—~ <  —Maoglich N- < -M
—Notwendig < Maoglich— —N < M-
—Notwendig— <> Madoglich —N—- < M

Also z. B.: Notwendig —(®) < —Moglich (®) bzw. N—(D) < —M(D)
Sprachlich gibt es folgende Umformungen:

Nicht notwendig <> unnotwendig
Nicht moglich < unmoglich

In einer 6-wertigen Logik ergibt sich:
notwendig = wabhrscheinlich = moglich
—moglich = —wahrscheinlich = —notwendig
unmoglich = unwahrscheinlich = unnotwendig

Die Frage ist, wie in diesem Zusammenhang ,.tatsdchlich® (wahr) bzw. ,nicht tatsdchlich*
(falsch) einzuordnen sind.

notwendig = tatsidchlich = mdglich

—moglich = —tatsdchlich = —notwendig
,»Latsdchlich® liegt allerdings auf einer anderen Ebene, keiner logischen, sondern einer realen
(synthetischen) Ebene. Von daher sind diese Ketten-Schliisse nicht unproblematisch.

o Exklusive Modal-Logik
Auch hier lassen sich die Beziehungen am besten im logischen Quadrat darstellen:
N = Notwendig, M = Moglich

N N N—

+ ‘ + + | + + | +
genau fa— genau
M M-

Z. B.: Genau M(®) < Genau M—(D)
,,Es ist genau moglich, dass @, ist dquivalent: ,,Es ist genau moglich, dass nicht ©*.
Fiir ,,genau moglich® kann man schreiben: M” (unter Bezug auf den exklusiven Partikulir-
Quantor 3 fiir ,,genau einige*).
Im Verhaltnis zur inklusiven Modal-Logik gilt:
Genau moglich < mdglich und moglich nicht
M’ & MAM— bzw. M'— < M A M-
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Z. B. Wenn @ genau moglich ist, dann und nur dann gilt: Es ist moglich, dass @, und es ist
moglich, dass nicht ©.

Besonders interessant ist ,,genau moglich* bzw. die Konjunktion von ,,moglich* und ,,mog-
lich nicht* aus folgendem Grund: Dies ist die beste und priziseste Definition von ,.kontin-
gent“, und Kontingenz (,,Zufélligkeit*) spielt eine grofle Rolle in der Philosophie:

kontingent <> moglich A moglich—

2-2-5-5 INTENSIONALE LOGIK
Die intensionale Quantoren-Logik wendet (wie in 1-2-5-5 beschrieben) die Quantoren nicht
auf Objekte bzw. Individuen an (alle x ...), sondern auf Eigenschaften bzw. Grofieneinheiten
(alle Einheiten ...).

Z. B.: Wenn Sokrates alle Weisheits-Einheiten besitzt (vollstdndig weise ist), dann besitzt er
auch — mindestens — einige Weisheits-Einheiten (ist auch mindestens partiell weise).

Im Folgenden werden nur ausgewdhlte intensionale (analytische) Relationen dargestellt,
weitere sind direkt aus der extensionalen Quantoren-Logik abzuleiten.

e Herkdmmliche inklusive 4-wertige Quantoren-Logik:
Aquivalenzen:
vollstindig < —partiell—
—vollstindig < partiell-
vollstindig— < —partiell
—vollstaindig— < partiell
Beispiel: ,,Sokrates ist vollstindig weise <> Sokrates ist nicht partiell nicht weise®.

Folgen:
Vollstindig = partiell bzw. vollstindig— = partiell—
—partiell = —vollstindig bzw. —partiellm = —vollstindig—

e Erweiterte inklusive 6-wertige Quantoren-Logik
Vollstindig = tiiberwiegend = partiell
Vollstindig— = iiberwiegend— = partiell—
Anstatt ,,liberwiegend* kann man auch ,,iiberdurchschnittlich o. 4. einsetzen.
Beispiel: ,,Er ist vollstindig zufrieden = Er ist (mindestens) liberwiegend zufrieden = Er
ist (mindestens) partiell zufrieden®.

¢ Einfache exklusive 3-wertige Logik
Genau partiell < genau partiell—

Beispiel: ,,Wenn Peter partiell klug ist, dann ist er auch partiell nicht klug und umgekehrt*.
Genau partiell < partiell A partiell-

e Erweiterte exklusive 5S-wertige Logik

Hier geht es um die Beziehungen zwischen vollstdndig — genau iiberdurchschnittlich — genau
partiell (nicht) — genau unterdurchschnittlich — vollstindig nicht. Zwischen allen diesen Ei-
genschaftsausprigungen besteht der kontrire Gegensatz.
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2 -3 QUANTITATIVE LOGIK

2-3-1 Einfiihrung

2-3-2 Implikation

2-3-3 Positiv-Implikation
2-3-4 Systematik

2-3-5 Erweiterungen

2-3-1 Einfithrung

Die quantitative Logik wurde in 1-3 eingefiihrt. Sie unterscheidet nicht nur zwischen 2 Wer-
ten wie die Aussagen-Logik oder (meistens) 4 Werten wie die Quantoren-Logik, sondern sie
unterscheidet unendlich viele Werte. Man kann die absolute Quantitdt q angeben, wesentlich
fiir die Logik ist aber die relative Quantitdt p, die allerdings auf der absoluten Quantitét ful3t.
In diesem Kapitel tiber Analytik geht es um analytisch-quantitative Beziehungen, und zwar
vor allem um logische Schliisse. Ich konzentriere mich in dieser Einfithrung auf semi-
analytische Schliisse, an denen sich die logischen Strukturen am besten darstellen lassen.

Die Ausfiihrungen in 2-3-1 sind recht kompliziert und enthalten auch noch ungeklarte Punk-
te bzw. Diskussionen, sie sind in erster Linie fiir Spezialisten gedacht, andere Leser mdgen sie
ggf. ibergehen (als Basis dient 1-3-4-5).

Wir kénnen logische Schliisse nach der Anzahl der Quantifizierungen unterscheiden.
Bei einem einfachen (partiellen) Schluss (X — Y) —— Y kann man unterscheiden:
e 1-fache Quantifizierung: p(X > Y —> Y)=1/n

e 2-fache Quantifizierung: p(X - Y)=1r/n —> p(Y) =s/n

Diese verschiedenen Quantifizierungen werde ich jetzt besprechen

2-3-1-1 EIN-FACHE QUANTIFIZIERUNG
Bei der /-fachen Quantifizierung spreche ich auch von einem Gesamt-Ausdruck oder einer
ganzheitlichen Formel. Dies sei hier an einem semi-analytischen Schluss erlautert, ndmlich:
X->Y)—Y
Zur Angabe der relativen Quantitét p schreibt man: p((X —>Y) —> Y)=1/n.
Hier wird also nur dem Gesamt-Ausdruck p(X — Y) —— Y) ein quantitativer Wert, nim-
lich r/n zugewiesen.
Man konnte in diesem Fall auch die inneren Klammern weglassen, weil — stirker bindet als
—>, d. h.p(X—>Y —> Y) =r/n. Aber mit Klammern ist es normalerweise iibersichtlicher.
Als Beispiel nehmen wir: p(X > Y) —> Y) =4/10.
Das kann man z. B. folgendermalen interpretieren:
SP(X—=Y) —> Y)“istin 4 von 10 Féllen giiltig.
Mit 40% Wahrscheinlichkeit impliziert ,,X — Y* semi-analytisch ,,Y*.
Die qualitative Wahrheitstafel des Schlusses lautet folgendermalen:

X->Y) —Y

a ++ + + +
b + - - + -
c -+ + + +
d -+ - - -



Ben-Alexander Bohnke - Neue Logik Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN 233

Um eine quantitative Formel dieses Schlusses zu konstruieren, folgt man einfach der Wahr-
heitstafel. Unter dem Zentral-Relator ——> steht der Wahrheitsverlauf: + + + —. Daraus bil-
det man eine Formel, wie es bei den synthetischen Relationen beschrieben wurde.

Zur Berechnung von p dividiert man die Anzahl der Fdlle in den giiltigen Welten (wo +
unter dem Zentral-Relator —— steht) durch die Anzahl der Fille in allen Welten. D. h. der
Nenner ist (bei 2 Variablen) immer: a+b +c¢ +d.

Wie man sieht, mit + belegt sind a, b und c¢. So ergibt sich als Formel:

a+b+c

PX—>Y)—Y)= ———
at+b+c+d
Der Wahrheitsverlauf + + + — entspricht der Definition der Disjunktion X v Y: +++ —
Somit kann man sagen: p(X > Y)—> Y)=p(X Vv Y)

Davon ist unbertihrt: ,(X > Y) —— Y* ist eine semi-analytische Relation und ,,X v Y*
ist eine synthetische Relation.

e Wahrheitstafel

Die Frage ist, ob wir eine Wahrheitstafel fir p((X — Y) ——> Y) = r/n aufstellen kdnnen.
Zunichst bietet es sich an, der qualitativen Wahrheitstafel von (X - Y) —— Y zu folgen.

Ich habe sie oben dargestellt, man kann sie aber auch in folgender Form schreiben, welche die
konjunktive Deutung verdeutlicht:

X=>Y Y X=>Y)—Y
1. + + +
2. - - +
3. + + +
4. + - -

Die 1. Zeile der Wahrheitstafel ist dann zu lesen:
X>Y)AY = (X—>Y)—> Y, die anderen Zeilen entsprechend (wie friiher erldutert).

Um eine entsprechende quantitative Wahrheitstafel fiir p((X - Y) —— Y) = m/n aufzustel-
len, miissen wir fiir p(X — Y) und p(Y) gesonderte quantitative Werte angeben. Zwar sind
die nicht vorgegeben, wir kennen nur den Gesamtwert p((X - Y) —— Y) = m/n, aber wir
konnen den Priamissen Werte zuweisen, also z. B. p(X — Y) =1/n und p(Y) = s/n. (Dadurch
ergibt sich aber indirekt eine 3-fache, nicht mehr eine /-fache Quantifizierung.)

Man erhélt folgende Tafel:

pX—=>Y)=r/n p(Y)=sm| p(X—=>Y)—>Y)=m/n
1. + + +
2. - - +
3. + + +
4. + - -

Die 1. Zeile der Wahrheitstafel (in der es keine Negationen gibt) ist zu lesen:

pPX—>Y)=1/n A p(Y)=sn —> p((X —>Y)—> Y)=m/n, die anderen Zeilen entspre-
chend. Diese Wahrheitstafel ist allerdings inaddquat, pointiert gesagt, sie ist falsch. Denn in
der Wahrheitstafel miissen sich fiir alle Zeilen strenge Schliisse ergeben, doch die erste Zeile
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pPX—=>Y)=rt/n A p(Y)=sn —> p((X—>Y)—— Y)=m/n ist nur ein semi-analytischer
Schluss, daher darf man bei der 1. Zeile als Zentral-Relator nur den semi-analytischen Impli-
kator —— nehmen, nicht den analytischen Implikator =. Und dasselbe gilt fiir Zeile 2, 3 und
4. Es ist sofort offensichtlich, dass wir fiir diesen Schluss mit den 3 numerischen Variablen
r/n, s/n und m/n nicht allgemein angeben konnen, ob er giiltig ist oder nicht. Entsprechend
habe ich in 1-3-4-5 gezeigt, dass sich keine addquate Wahrheitstafel fiir p(X — Y) = r/n an-
geben lésst.

2-3-1-2 BERECHNUNG BEI DREI-FACHER QUANTIFIZIERUNG
Es gibt aber noch eine andere Methode, den Wert von semi-analytischen Schliissen analog der
konjunktiven Wahrheitstafel festzustellen, ohne dass wirklich eine Wahrheitstafel aufgestellt
wird, ndmlich durch Berechnung der Konklusion.

Gehen wir zuriick zu dem Beispiel p(X > Y)—— Y) =m/n
Dabei ist zu bedenken: Auch wenn wir fiir diesen quantitativen Schluss keine Wahrheitstafel
aufstellen konnen, konnen wir (der qualitativen, wahrheitswert-funktionalen Wahrheitstafel
folgend) einen neuen quantitativ-funktionalen Schluss formulieren, bei dem gilt:
— die Pramisse X — Y wird zur neuen quantitativen Pramisse p(X — Y) =1/n
— die Konklusion Y wird ebenfalls zu einer neuen quantitativen Pramisse p(Y) = s/n
— der alte Gesamtschluss p((X > Y)—— Y) = m/n wird zur neuen Konklusion
Es ergibt sich: p(X > Y)=1/n A p(Y)=s/n —> p(X—>Y)—> Y)=m/n

Setzen wir dafiir Formeln ein:

at+c+d a+c a+b+c
=M A ——=s/n > =m/n

a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

Nun konnen wir aber m/n durch r/n und s/n definieren.

Machen wir uns klar, dass gilt: _atetd _ /n & N — 1 -1/n
a+b+c+d a+b+c+d
a+c b _ a+b+c

Weiterhin gilt: =
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

Wir konnen jetzt schreiben:
pPX—=>Y)=1t/n A p(Y)=sn =2 p(X—>Y)—>Y)=1-1/n+sn

Man kann hier von einer kombinierten Formel sprechen. Bei der kombinierten Formel be-
rechnet man also den Wert der Gesamtformel, indem man von den Werten der Einzelkompo-
nenten ausgeht. Beispielsweise berechnet man den Wert von p((X —» Y)—— Y), indem man
von den Werten der Komponenten p(X — Y) und p(Y) ausgeht. Dies ist anders als bei einer
Wahrheitstafel, da wiirde nur entschieden, die Gesamtformel ist wahr oder falsch, hier wird
ithr ein quantitativer Wert zugewiesen. So gelingt es, den partiellen Schluss in einen echten
Schluss umwandeln, also:

pPX—>Y)=1t/n A p(Y)=s/n —> p(X—>Y)—> Y)=m/n in:

pPX—=>Y)=r/n A p(Y)=s/n =2 p(X—>Y)—>Y)=1-r/n+sn

Um die Giiltigkeit dieses Schlusses nachzuweisen, muss man Rechen-Methoden verwenden,
man kann nicht einfach vergleichen, welche Symbole in der Wahrheitstafel gegeniiber stehen.
Andererseits, es ldsst sich bei diesem Schluss gar keine Wahrheitstafel aufstellen (wie oben
erldutert). Darum stellt sich die Frage: Darf man tiberhaupt den logischen Implikator = ver-
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wenden, wenn sich der Schluss nicht mittels Wahrheitstafel darstellen 1dsst? Ich meine ja,
denn dieser quantitative Schluss lésst sich letztlich doch als logischer Schluss verstehen, in
dem fundamentalen Sinn, dass die Information der Konklusion in der Information der Pramis-
se(n) bereits enthalten ist, wie in 2-1-2-1 gezeigt wurde.

2-3-1-3 ZWEI-FACHE QUANTIFIZIERUNG

Wir werden hier zunédchst 2 Schliisse unterscheiden:
1) semi-analytischer Schluss: z.B.p(X —> Y)=1/n — p(Y) = s/n.
2) strenger Schluss: z.B.pX—>Y)=r/n = p(Y)<r/n

1) Semi-analytischer Schluss
Es geht also um einen Schluss wie: p(X — Y)=1r/n — p(Y) =s/n.

In normaler Sprache lautet die primére Bedeutung dieses Schlusses:
»Wenn die Wahrscheinlichkeit p(X — Y) den Wert r/n besitzt, dann besitzt die Wahrschein-
lichkeit p(Y) den Wert s/n“. (Auf eine mengen-theoretische Interpretation verzichte ich hier.)
Ich habe diesen Schluss als semi-analytisch gekennzeichnet, denn es ist nicht allgemein zu
bestimmen, ob er streng giiltig ist; erst durch Einsatz von konkreten Werten fiir die Variablen
r/n und s/n kénnen wir das — aber auch nur partiell bzw. bedingt — entscheiden.

Fragen wir dennoch genauer nach den Wahrheitsbedingungen und damit nach der Wahr-
heitstafel dieses Schlusses, so ergeben sich vor allem zwei Mdoglichkeiten:

GemilB der konjunktiven Deutung wird aus der Konjunktion der Glieder p(X — Y) = r/n und
p(Y) = s/n auf die Wahrheit/Falschheit der Gesamt-Relation p(X - Y) =t/n —— p(Y) =s/n
geschlossen. D. h. fiir die 1., positive Zeile:

[PX—=>Y)=1/n A p(Y)=sn] = [p(X—>Y)=1r/n —> p(Y) =s/n]

Greifen wir zundchst zuriick auf die qualitative Form dieses Schlusses und zeigen seine
Wabhrheitstafel bzw. die Einzel-Schliisse, die den Zeilen der Wahrheitstafel entsprechen.

X=>Y)AY = X->Y)—0Y

I. + + + + + X->Y) AY =>X->Y)—DY
2. - - - + + —-(X=2>Y) A Y = X->Y)—Y
3. + + + + + X-=>Y) AY =2 X->Y)—Y
4. + - - + - X->Y) A-Y = 4[(X>Y) —Y]

Wie iibersetzt man eine solche qualitative Wahrheitstafel in eine quantitative Wahrheitstafel ?

Erstens stellt sich dabei die Frage, ob wir die qualitativen, aussagen-logischen Wahrheits-
verldufe (also z. B. fir X — Y den Verlauf + — + +) in die quantitative Wahrheitstafel {iber-
nehmen; ich tat das in einer fritheren Fassung des Textes, habe aber inzwischen meine Auf-
fassung gedndert. Der Grund ist folgender:

Die qualitativen Ausdriicke (X — Y) und Y stehen in einem genau bestimmten logischen
Abhdngigkeitsverhdltnis, was die Wahrheitstafel widerspiegelt (siehe oben).

Zwar stehen die quantitativen Ausdriicke p(X — Y)=r1/nund p(Y) = s/n ebenfalls in einem
logischen Abhidngigkeitsverhéltnis (zumal eben das Y in X — Y enthalten ist). Vor allem
zeigt sich dies in der Ungleichung p(X — Y) = p(Y); das erldutere ich im néchsten Punkt.

Aber auBler diesem GroBen-Verhidltnis besteht Unabhdngigkeit. Innerhalb des definierten
Wertebereichs von 0 < p < 1 kénnen p(X — Y) = t/n und p(Y) alle denkbaren Werte anneh-
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men. D. h. wenn ich p(X — Y) kenne, weil ich keinesfalls genau, wie gro83 p(Y) ist und um-
gekehrt.

Daher darf man den Wahrheitsverlauf aus der qualitativen Wahrheitstafel nicht iiberneh-
men, sondern muss die Werte wie unabhdngige synthetische Werte behandeln (Stichpunkt:
systematische Wahrheitstafel).

Als konjunktive Wahrheitstafel ergibt sich dann:

[PX>Y)=t/nA p(Y)=sn] = [pX—>Y)=r/n —> p(Y)=s/n]

+ + +
n _ _
— + +
— — +

Zweitens stellt sich die Frage, wie man das + und das — libersetzt. Hier bietet sich an:
Firp(X —> Y): bei +: r/n bei —: —(r/n) bzw. # t/n
Fir p(Y): bei +: s/n, bei —: —(s/n) bzw. # s/n.

Setzen wir die quantitativen Werte in die Wahrheitstafel ein, erhalten wir:

PX=>Y) ApY)] = [pX—>Y)=1t/n —> p(Y)=s/n]

/n s/n +
/n # s/n —
#1/n s/n +
#1/n #s/n +

Als einzelne Zeilen ergeben sich:
LIpX—=>Y)=1t/n A p(Y)=s/n] = [pX—>Y)=1t/n —> p(Y)=s/n]
2.[pX=>Y)=1t/n A p(Y)#=s/n] = —[p(X—=>Y)=1/n —> p(Y)=s/n]
3.[pX—=>Y)z1r/m A p(Y)=s/n] = [pX—>Y)=t/n —> p(Y) =s/n]
4. [pX>Y)zr/n A p(Y)=s/n] = [p(X—>Y)=1t/n —> p(Y) =s/n]

(Wenn wir die Wahrheitstafel analog der qualitativen Wahrheitstafel konstruiert hétten, ergé-
ben sich ebenfalls nur strenge Schliisse.)

Hier stoBBen wir also wieder auf das schon bekannte Problem: Wir konnen zwar logisch eine
korrekte Wahrheitstafel und korrekte Schliisse aufstellen. Aber wenn wir diese quantitativen
Schliisse mathematisch analysieren, scheinen sie uns sinnlos. Denn die Variablen wie r/n sind
weitgehend unbestimmt (noch unbestimmter sind aber die negativen Werte wie # r/n, dieser
Wert schlief3t eben nur sich selbst, also nur einen Wert aus).

Aber auch bei einem konkreten Beispiel ergibt sich kein wesentlich anderes Resultat, z. B. fiir
p(X—>Y)=7/10 — p(Y) =5/10. Die konjunktive Deutung lautet hier:
(PX—=>Y)=7/10A p(Y)=5/10] = [p(X—>Y)=7/10 —> p(Y)=5/10]

Da wir es jetzt mit Konstanten wie 7/10 zu tun haben, wirkt diese 1. Zeile der Wahrheitstafel
wohl mathematisch sinnvoll. Aber bei den weiteren Zeilen der Wahrheitstafel bendtigen wir
wieder die Negationen, und diese negativen Bestimmungen # 5/10 oder # 7/10 sind zu un-
konkret fiir eine sinnvolle mathematisch-numerische Deutung. Dies gilt auch, wenn man ein-
schriankt: Die Negation z. B. # 7/10 bezieht sich nur auf den Zdhler (also Negationen sind
1/10, 2/10 usw.), der Nenner n = 10 wird nicht negiert; auBerdem sind grundsétzlich alle Wer-
te p <0 und p > 1 ausgeschlossen.
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2) strenger Schluss: p(X > Y)=1/n = p(Y)<r/n
Hier handelt sich um einen strengen Schluss. Deutlicher wird das, wenn man die Formeln
verwendet.

a+c+d a+c
—:I'/n:> —SI’/I]
a+b+c+d a+b+c+d

Dies ist unmittelbar evident und mathematisch plausibel. Betrachtet man nur den Zéhler, dann
gilt: a + ¢ ist Teil (Teilsumme) von a + ¢ + d. Der Teil kann aber nicht groB3er als das Ganze
sein.

Man kann den Schluss auch umgekehrt schreiben: p(Y)=s/n = p(X > Y) > s/n.

Fiir die Negationen gilt, am Beispiel von p(Y):
—[p(Y) = s/n] ist definiert als p(Y) < s/n, =[p(Y) < s/n] ist definiert als p(Y) > s/n.

Eine ganz andere Mdglichkeit ist, mit einer Gleichung und mit der Addition zu arbeiten:
Dazu fiihren wir den Faktor p(®) = m/n ein. Es soll gelten: p(Y) + p(®) =p(X = Y).

Bzw. s/n + m/n = 1/n.

Zuriick zur urspriinglichen Form: p(X > Y) =1t/n = p(Y) <1/n

Bei konjunktiver Deutung ergébe sich als /. Zeile einer Wahrheitstafel:
[PX>Y)=1t/n A p(Y)<1t/n] = [p(X—>Y)=1/n = p(Y) <r/n]

Eine volistindige, addquate Wahrheitstafel aufzustellen, ist aber m. E. nicht mdglich.

Der Grund ist, wir konnen nicht die Wahrheitsverldufe fiir p(X > Y) =r/n und p(Y) <t/n
aufstellen. Denn es gibt fiir den Schluss p(X — Y) =1/n = p(Y) < t/n kein direktes Vorbild
in der Aussagen-Logik, auf dessen Wahrheitstafel man sich beziehen konnte (einmal davon
abgesehen, dass dies sehr problematisch wire).

Wir diirfen aber p(X — Y) =1/n und p(Y) < t/n auch nicht einfach wie unabhdngige Rela-
tionen behandeln und, wie bei einer synthetischen Relation, fiir p(X — Y) = 1r/n den Werte-
verlauf + + — —und fiir p(Y) <1/n den Verlauf + — + — ansetzen, weil diese Werte logisch und
mathematisch vollkommen voneinander abhdngig sind. (Man konnte zwar eine passende
Wabhrheitstafel konstruieren, aber das wire doch willkiirlich).

Aber da p(X = Y) =r/n = p(Y) < r/n eine Tautologie ist, wire eine Wahrheitstafel auch
nicht sehr aufschlussreich, denn es wiren alle Zeilen der Wahrheitstafel automatisch tautolo-
gisch. Bei Verwendung der normalen Implikation gilt eben: Ein Schluss auf eine Tautologie
ist immer ebenfalls eine Tautologie: ® = Tautologie. Somit muss in der Wahrheitstafel unter
dem zentralen Relator = 4mal + stehen: + + + +.

Man konnte hier wiederum fragen, ob man dem logischen (analytischen) Implikator = {i-
berhaupt bei einem Schluss verwenden darf, fiir den sich keine (sinnvolle) Wahrheitstafel
aufstellen 14sst, ob man vielleicht stattdessen einen Implikator fiir einen nur mathematischen
Schluss bendtigt. Aber ein Schluss wie p(X — Y) =1r/n = p(Y) < r/n gehorcht ebenfalls der
fundamentalen Definition des logischen Schlusses, nachdem die Information der Konklusion
eine Teilmenge der Information der Prdmisse ist — das werde ich gleich in 2-3-1-4 zeigen.

Auch eine implikative Wahrheitstafel von p(X — Y) =1/n = p(Y) < r/n stiele auf diesel-
ben Probleme. Daher habe ich darauf verzicht, sie darzustellen.

Fassen wir noch einmal zusammen, welche Quantifzierungen von Schliissen vorgenommen
wurde. Wir haben zuerst die Gesamtformel von (X — Y) —— Y berechnet, dann die Einzel-
komponenten und dann beide in einer Kombinations-Formel integriert:

e Gesamtformel: p((X > Y)——> Y) =m/n
¢ Einzelkomponenten-Formel: p(X - Y)=1t/n — p(Y)=s/n
e Kombinierte Formel: [p(X > Y)=1/n A p(Y)=s/n]—> [p(X—>Y)—> Y) =m/n]
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2-3-1-4 WAS IST EIN QUANTITATIVER SCHLUSS ?

Wir haben gesehen, dass man als Inbegriff eines logischen Schlusses verstehen kann: Die
Information der Konklusion ist in der Information der Prdmisse bereits enthalten, st also eine
Teilmenge der Pramissen-Information. Traditionell sagt man: Der Schluss (geht) vom Allge-
meinen auf das Besondere. Die Frage ist: Wie sieht das bei einem quantitativen Schluss aus?
Geht es da auch ausschlieBlich um diesen Zusammenhang der Informations-Ubertragung?
Oder spielt bei einem quantitativen Schluss zusétzlich ein mathematisches, numerisches
Moment eine Rolle? Zur Beantwortung der Frage mochte ich 2 Arten von Schliissen unter-
scheiden, man konnte sie quantifizierte vs. quantitative Schliisse nennen.

e quantifizierte Schliisse

Ein Beispiel ist: p(X)=1/n A p(Y)=s/n = p(Y)=s/n

Dies ist zwar formal ein quantitativer Schluss, aber besser sprache man vielleicht von einem
quantifizierten Schluss, denn dieser Schluss hat genau dieselbe Informations-Struktur wie der
folgende qualitative Schluss: X A'Y = Y. Die Quantitit spielt hier keine Rolle fiir den
Schluss, sie ist sekundar.

e quantitative Schliisse

Als erstes Beispiel folgender Schluss p(X) =1 Ap(Y)=1 = p(Y)>0.

Diesen quantitativen Schluss kann man leicht auf einen quantoren-logischen Schluss zuriick-
fiihren: A(X) A A(Y) = V(X), sprachlich z. B.: ,,Wenn alle X wahr sind und alle Y wahr sind,
dann sind auch einige Y wahr. Gerade der Schluss von ,,alle auf ,,einige* demonstriert be-
sonders deutlich das Prinzip ,,vom Allgemeinen zum Besonderen®.

Das Ganze ist ,alle”, der Teil ist ,,einige*; der All-Satz (A bzw. p = 1) beinhaltet die Ge-
samt-Information. Man konnte denken: p > 0 enthédlt mehr Information als p = 1, weil p > 0
(trotz der Einschrankung p < 1) doch einen viel groeren Zahlenbereich abdeckt als p = 1, das
nur genau einen Wert umfasst. Aber dies ist ein Irrtum: Je weniger Mdglichkeiten eine Rela-
tion oder Variable umfasst, desto hoher der Informationsgehalt. Somit besitzt p > 0 wesent-
lich weniger Informationsgehalt als p =1, ist in p =1 bereits enthalten: p=1=1p > 0.

Ein zweites Beispiel: p(X > Y)=7/10 A p(Y)=5/10 = p(X—>Y—>Y)=28/10
Wie in 2-3-1-2 gezeigt, lasst sich dieser Schluss berechnen nach der allgemeinen Gleichung:
pPX—=>Y)=1t/n A p(Y)=s/n = pX—>Y—>Y) =1 -1/n+sn.
Als Formel (mit den Beispielwerten) ergibt sich hier:

_atetd o . atc g4 - _atbtc o,

at+b+c+d at+b+c+d a+b+c+d

Als Gesamt-Information aus den beiden Pramissen ergibt sich: a + ¢ =5,b=3,d =2. Als
Teil-Information ist ableitbar: a+b+c=8,a+b+c+d =10, also die Werte der Konklusion.

Machen wir die Gegenprobe: Welche Informationen enthélt die Konklusion?
a+b+c=8,d=2. Wir konnen aber nicht ableiten: a+ ¢ =5 und b = 3.

Zwar miissen wir, um die Wahrheit dieses Schlusses zu berechnen, mathematische Operati-
onen wie Addition und Subtraktion verwenden. Aber der Schluss selbst enthilt keinen beson-
deren mathematischen Faktor, sondern er beinhaltet nur das logische Prinzip, dass die Teil-
Information in der Gesamt-Information enthalten ist, man somit von der Gesamt-Information
sicher auf die Teil-Information schlieBen kann. Somit ist der analytische Implikator = in al-
len 3 Fillen berechtigt.
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2-3-1-5 PROBLEME QUANTITATIVER SCHLUSSE

Warum gibt es Probleme bei der Aufstellung von quantitativen Schliissen und insbesondere
threr Wahrheitstafeln, Probleme, die bei qualitativen Schliissen bzw. Wahrheitstafeln nicht
entstechen? Wir haben schon einige Punkte angesprochen und fassen sie abschlieBend noch
einmal systematisch zusammen:

e Numerische Variablen

Beim qualitativen Schluss wie z. B. X = X v Y haben wir es mit Konstanten zu tun, er steht
fiir p(X) =1 = p(X v Y) = 1. Bei quantitativen Schliissen arbeitet man mit numerischen Va-
riablen wie z. B. bei p(X)=1/n——> p(X v Y) = s/n.

¢ Probleme der Negation

Ein wichtigeres, zentrales Problem ist die Negation. Wihrend die Negation von X, ndmlich
—X, genau bestimmt ist (quantitativ p = 0), bleibt die Negation einer numerischen Variable
p(X) # r/n vollig unbestimmt (abgesehen von den Einschriankungen 0 < r/n < 1). Aber auch
wenn man ein konkretes Beispiel nimmt, z. B. p(X) # 3/5, ist der Wert unbestimmt.

e Implikation

Es wurde schon mehrfach, auch im Bereich der qualitativen Aussagen-Logik, darauf hinge-
wiesen, dass die Deutung der Implikation ® — ¥ prinzipiell problematisch ist, weil die ndm-
lich auch als giiltig angesehen wird, wenn das Vorderglied ®@ ungiiltig ist bzw. wenn beide
Glieder @, Y ungiiltig sind. Im quantitativen Bereich ist die normale Implikation aber (bei
negativem Vorderglied) normalerweise unangebracht, unsinnig oder gar falsch. Man kann die
Implikation im quantitativen Bereich normalerweise nur mit einer gewissen Berechtigung
verwenden, wenn man konsequent und vollstdndig auf eine konditionale Wenn-dann-Deutung
verzichtet und ® — V¥ ausschlieBlich im Sinne des dquivalenten —(® A —¥) deutet. Nur, das
entspricht nicht der {iblichen oder wenigstens iiberwiegenden und wesentlichsten Deutung der
Implikation.

e Positiv-Implikation

Von daher diirfte es ggf. sinnvoller sein, bei quantitativen Schliissen die Positiv-Implikation ®
*— W zu verwenden. Diese ist ja nur definiert, wenn das Vorderglied bzw. der Vordersatz
giiltig (+) ist, somit treten die Probleme eines negativen Vordergliedes gar nicht auf.

e Wahrheitstafel

Bei quantitativen Schliissen (Relationen) lassen sich nur eingeschrinkt Wahrheitstafeln ver-
wenden bzw. gelten nicht alle logischen Gesetze. Also: Die Wahrheitstafel funktioniert hier
nicht, oder allgemeiner: Der wahrheitswert-funktionale Ansatz funktioniert nur eingeschrinkt
bei quantitativen Sdtzen bzw. Schliissen. Die grof3e und wichtige Ausnahme sind die Schliis-
se der quantitativen Aussagen-Logik, bei der nur mit den Werten p = 1 und p = 0 gearbeitet
wird; diese bietet dieselben Moglichkeiten wie die qualitative Aussagen-Logik. Generell kann
man allerdings auch in Frage stellen, ob man bei einem quantitativen Schluss iiberhaupt eine
Wahrheitstafel bendtigt. Das zweiwertige + und — der Wahrheitstafel ist hier eigentlich in
einer quantitativen Funktion aufgeldst. Man fragt hier nicht: Wenn @ giiltig ist, ist dann auch
Y giiltig? Sondern: Wenn @ den Wert r/n hat, welchen Wert hat dann ¥'?

Fazit: Die Wabhrheitstafel ist bei quantitativen — semi-analytischen oder analytischen —
Schliissen nur partiell verwendbar; dasselbe gilt generell fiir semi-analytische / analytische
Relationen. Allerdings gibt es bei bestimmten Schliissen die Moglichkeit, den Wert der Kon-
klusion aus den Pramissen zu berechnen. Fassen wir die uniibersichtliche Situation noch ein-
mal zusammen, unter Einbeziehung synthetischer Relationen (mit Beispielen):
1) synthetische Relationen

e 1fache Quantitat: p(X — Y) = r/n. Keine Wahrheitstafel und keine Berechnung moglich.

e 2fache Quantitét: p(X) = r/n — p(Y) = s/n. Wahrheitstafel moglich, mathematisch sinnlos.
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2) semi-analytische Relationen
e 1fache Quantitit: p((X - Y)—— Y) = m/n. Wahrheitstafel geht nicht, aber Berechnung.
e 2fache Quantitit: p(X — Y) =r/n—— p(Y) = s/n. Wahrheitstafel bedingt mdglich.
(Das Entsprechende gilt fiir streng analytische Relationen bzw. Schliisse.)

2-3-2 Implikation

2-3-2-1 DEFINITION

Ich werde im Folgenden wieder verschiedene implikative Beziehungen untersuchen: primér
die Implikation, aber auch Replikation und Aquivalenz. Es geht hier — im analytischen Kapitel
—um semi-analytische, tautologische und kontradiktorische Relationen.

2-3-2-2 SEMI-ANALYTISCHE RELATIONEN
Ich nehme bei den semi-analytischen Relationen zur besseren Vergleichbarkeit immer eine

Relation zwischen X - Yund X v Y, also: R(X > Y, X VvY).

e Implikation

X->Y — XVvY

a +4+ + + 4+ ++

b + - - + 4+ -

b -+ 4+ + -+ +

d -4 - - - ==
. o a+b+c
Hier ergibt sich als Gesamtformel: p(X > Y — X vY)=p(XvY)= ———
a+b+c+d

e Replikation

+ + e
+J

+ =<

+ + X
+ + + <
I+ =

+

%
+
+
+

PXY «— X vY)=pX>Y)= _atetd
a+b+c+d

e Aquivalenz
a+c

PX>Y «—> X VvY)=p(¥Y)= ———
at+b+c+d

2-3-2-3 TAUTOLOGIE
Ich habe oben einen semi-analytischen Schluss genauer untersucht. Zum Vergleich sei jetzt

ein echter, fautologischer Schluss herangezogen: X A Y = Y
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Die Wahrheitstafel lautet:

XAY =Y

+ ++ + +

+ - —+ -

- —++ +

— JR— + —
. o . a+b+c+d
Die Formel fiir die gesamte Relation lautet: p(X AY = Y)= ————
a+b+c+d

Dies zeigt, dass gelten muss: p(X AY = Y)=1

. . . : : : a+b+c+d
Und fiir jede Tautologie (mit 2 Variablen) gilt: p(Tautologie) = ———
a+b+c+d

2-3-2-4 KONTRADIKTION

Jetzt zur kontradiktorischen Implikation, z. B. (X 'V =X) # (X A" = X).
Die (vereinfachte) Wahrheitstafel lautet:

XV X)X A =X)
+ — J—
+ — J—
+ — —
+

Daraus ergibt sich folgende Formel:

PX TV =X) B (X A= X) = ——

a+b+c+d:

2-3-2-5 DREI VARIABLEN
Ich gehe hier von 3 Variablen X, Y, Z aus.
Als Beispiel eine semi-analytische Implikation: X vYVvZ —> XA Y A Z.
Fir X v Y v Z kann man auch schreiben: v(X, Y, Z), also den Relator v vorgestellt.
In der Wahrheitstafel unten verwende ich zur besseren Ubersicht auch die folgende Schreib-
weise (X, Y, Z)v, also den Relator v nachgestellt.

XY |2)|v |—> | A XY |2
a; |+ |+ [+ |+ | + + |+ [+ |+
a |+ |+ [= |+ | = _ |+ [+ |
by |+ |- |+ |+ | = — |+ | = |+
b, [+ |= |= [+ | = _+ |- |-
cl |— [+ [+ |+ | = — = |+ |+
c |- |+ |- |+ — — = |+ |=
d |- |- [+ |+ | = — = = |+
dh - = = [= ]+ [ =] [= [=
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Die semi-analytische Relation X vY vZ ——> X AY A Z ist analytisch dquivalent der syn-
thetischen Aquivalenz X <> Y <> Z; die ist eben nur giiltig, wenn entweder alle Variablen, X,
Y, Z giiltig sind (1. Zeile) oder alle ungiiltig sind (letzte Zeile).

XVvYVZ — XAY N2 & XeoYo?Z)
Als quantitative Gesamtformel ergibt sich:

a, +d,
a+a,+b+b,+c,+c,+d +d,

PXVvYVZ —XAYAZ)=

Und zwar gilt fiir die einzelnen Relationen:

a,+a,+b +b,+c +c,+d,
a+a,+b+b,+c +c,+d +d,

pXvYvZ)=

a

PXAY AZ)=
a+a,+b+b,+c +c,+d +d,

Dreht man die eben genannte semi-analytische Relation um, so erhélt man eine streng analy-
tische Relation, eine Tautologie: X AYAZ = XvYVvZ

Die Gesamtformel hierfiir lautet:
a+a,+b +b,+c +c,+d +d,
a+a,+b+b,+c +c,+d +d,

PXAYAZ = XVvYVZ)=

Somit gilt: pf(X AYAZ = XvYVvZ)=1

2-3-3 Positiv-Implikation

Bei der Positiv-Implikation beschridnke ich mich auf die implikative Betrachtung, d. h. bei
einem Schluss ® *= ¥ untersuche ich nur den Aspekt, inwieweit ¥ aus ® folgt.

Ich gebe dabei immer die qualitative Struktur an, die quantitative Struktur und die mathe-
matische Formel. Allerdings ist die qualitative Struktur nicht mit der quantitativen genau i-
dentisch, die qualitative Struktur gibt nur die Basis; genau entsprechende qualitative und
quantitative Schliisse werden im néchsten Punkt liber quantitative Aussagen-Logik behandelt,
in der ndmlich nur mit Werten vonp =1 und p =0 gearbeitet wird.

Bei den unten gezeigten Schliissen kommt als synthetischer Schluss immer die Positiv-
Implikation X *— Y vor. Als analytischen Zentral-Relator kann man normalerweise sowohl
= oder *= verwenden. Ein Kriterium ist, ob die Kontraposition gilt, also:

DP=Y) < (Y =>-D)
Denn bei der normalen Implikation gilt die Kontraposition, bei der Positiv-Implikation aber
nicht. Urspriinglich ist die Kontraposition zwar nur auf die qualitative Aussagen-Logik bezo-
gen, aber man kann sie auch in der quantitativen Logik verwenden. Und zwar bendtigt man
dabei vor allem folgende (allerdings nicht unproblematische) Negationen:

Position Negation
p(®) <r/n —[p(®) <1/n] & p(®)>1r/n
p(®) >1/n —[p(®) >1/n] & p(P®)<r/n

p(®) =1/n —[ p(®) =1/n]< p(®)#1/n
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2-3-3-1 MODUS PONENS
[ qualitativ: (X*> Y)AX *= Y
[ quantitativ: p(X *> Y)=1/n Ap(X)=1 *= p(Y)=r1/n

+ +
OBruch: —2— =2 A #:1 % __47TC¢ T
at+b n at+b+c+d a+b+c+d n

Erlduterung:

o erster Bruch (bzw. erste Pramisse): daraus ergibt sich: a=r,a+b=n.

e zweiter Bruch: aus dem ergibtsich:a+b>0,c+d=0

e abgeleiteter dritter Bruch (bzw. Konklusion): im Zéhler steht noch a, im Nenner noch a + b,
somit wie im ersten Bruch: p =r/n (wobei auch mdglich ist, dass r = 0)

Voraussetzung fiir einen solchen Schluss ist, dass p(X) = 1 (jedenfalls, wenn die genauen

Werte von a, b, ¢ und d nicht bekannt sind).

2-3-3-2 SCHLUSS VON DER POSITIV-IMPLIKATION AUF DIE IMPLIKATION
[l qualitativ: (X*>Y)*= (X->Y)
] quantitativ: p(X *>Y)=1/n *= p(X—>Y)> r/n

a r a+c+d r
[1 Bruch : = %= _* 7 " >
a+b n a+b+c+d n

In dem Ausnahmefall, dass b =0, ist sowohl p(X *—> Y) =1 wie p(X = Y) = 1.
Es handelt sich hier um den deterministischen Fall (Voraussetzung a > 0).
Wenn dagegen b > 0, sind haben beide Briiche einen Wert p < 1.

+c+
Man kann auch folgende Formel verwenden: LA N _atetd =

K
a+b n at+b+c+d m

Dabei gilt: s >, m > n. Es ergeben sich also folgende Losungen fiir den zweiten Bruch:

Erlduterung an einem Zahlenbeispiel:
o erster Bruch: =7 a- 4,b=1 e Zweiter Bruch: _dterd |
a+b 5 441+c+d

SR

Konkret ergeben sich folgende mogliche Werte:
4+c+d

c+d ———  dezimal
4+1+c+d
0 4/5 0,8
1 5/6 0,83
2 6/7 0,86

100 104/105 0,99
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Es zeigt sich: Der Wert des ersten Bruches p = 4/5 bleibt immer kleiner als der Wert des zwei-
ten Bruches: 4/5, 5/6, 6/7 usw. Und der erste Bruch ndhert sich zwar p = 1 beliebig an, er
bleibt aber p <1 (1 ist der Grenzwert).

2-3-3-3 SCHLUSS VON DER IMPLIKATION AUF DIE POSITIV-IMPLIKATION
[ qualitativ: (X—>Y)*— (X*>Y)
(] quantitativ: p(X > Y)=r/n *= p(X*->Y)< r/n

+c+d
OBruch: — 4774 T w4

K
a+b+c+d n a+b m

s <r,m<n
Alsogilt: s=r,r—1,r—2,...,r—r. Undm=n,n—-1,n-2,...,(n—n)+1
n —n = 0 ist ausgeschlossen, weil eine Division durch 0 ,,verboten* ist.

Hier liegt wieder der Fall vor, dass die qualitative Basis nur ein partieller Schluss ist, in der
quantitativen Form aber ein vollstdndiger Schluss vorliegt (allerdings mit mehreren mogli-
chen Losungen).

Das erldutere ich an einem Beispiel:
r=4n=5 p(XoY)= —4rtd % pildichb=1
a+b+c+d 5

Dann gibt es folgende Mdglichkeiten fiir p(X *— Y):

a c+d a dezimal
a+b

4 0 4/5 0,8

3 1 3/4 0,75

2 2 2/3 0,67

1 3 1/2 0,5

0 4 0/1 0

Ausgeschlossen ist eben nur: p(X *— Y)=5/5=1.

2-3-3-4 SCHLUSS VON DER POSITIV-IMPLIKATION AUF DIE KONJUNKTION
[ qualitativ: (X—=>Y) = (XAY)
] quantitativ: p(X *—> Y)=r1r/n *= p(XAY)< r/n

a r a r
U] Bruch: = *= 7 <
a+b n a+b+c+d n

ctd=0 = pX*>Y)=pXAY)

Hier liegt ein Sonderfall vor, weil der Zahler gleich ist (a), nur der Nenner verschie-
den. Firden gilt: a+b < a+b+c+d
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2-3-3-5 AQUIVALENZ
[ qualitativ: (X*>Y) < (X *> —Y)
[l quantitativ: p(X *> Y)=1/n < p(X*> -Y)=1-1/n

O Bruch: 4 =" & b =1-=
a+b n a+b n
b
Voraussetzung: a + b > (. Oder: + =1
a+b a+b

(Dies wird noch genau diskutiert werden: Existenz-Modell vs. Nicht-Existenz-Modell)

2-3-4 Systematik

In diesem Punkt ,,Systematik* behandle ich nur — strenge und partielle — Schliisse. Dabei ver-
wende ich iiberwiegend die normale Implikation. Allerdings wire (als Zentral-Relator) auch
die Positiv-Implikation einzusetzen, dies wire normalerweise sogar unproblematischer.
Die generelle Form einer streng analytischen Relation ist: p(®@) =1/n = p(¥)=s/n
Bzw. werden im Allgemeinen Ungleichungen statt Gleichungen verwendet:
p(®@)=1t/n = p(¥)>r/n bzw. p(®)=1r/n = p(¥)<r/n u.a.
Die generelle Form einer partiell analytischen Relation ist: p(®@) =1/n —— p(¥)=s/n
Dabei gilt wie schon ausgefiihrt: n =1, 2, ... r=0,1,...,n s=0,1,..,n.
Somit: p/maximum =n/n = 1, p/minimum =0/n=0. Also0<p<1.

Ich unterscheide im Folgenden:
e qualitativ und quantitativ strenger Schluss
e qualitativ partieller, quantitativ strenger Schluss
e quantitativ partieller Schluss

2-3-4-1 QUALITATIV UND QUANTITATIV STRENGER SCHLUSS
Damit ist gemeint: Die qualitative, aussagen-logische Basis ist ein strenger Schluss, und auch
der quantitative Schluss ist streng analytisch. Allerdings ergibt sich in der quantitativen Form
keine eindeutige Losung. Sondern man kann ein nur Ldsungs-Intervall (bzw. eine Unglei-
chung) oder eine Disjunktion angeben.

Z.B.:p@)=1t/n = p(¥)=1/n v (r+l)n v (r+2)nv ... v/n
Man konnte natiirlich bezweifeln, ob man hier zu Recht von einem strengen Schluss spricht,
aber in der Aussagen-Logik gilt ja entsprechend ® = ¥, v ¥, v ... v ¥, auch als strenger
Schluss.

e Beispiel: Abtrennungsregel (Simplifikationsregel)
[l qualitativ: XAY = Y
[J quantitativ: p(X AY)=t/n = p(Y) > t/n

a r a+c r
" —2_
n

'} Bruch: (1) ———=
at+b+c+d n at+b+c+d
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Kurz-Erlduterung: Wenn ¢ = 0 haben beide Briiche den gleichen Wert. Wenn ¢ > 0, hat der
zweite Bruch einen hoheren Wert.
Aus der Formel ergibt sich zwar, dass auch der zweite Bruch n als Nenner hat. Um dies aber
explizit zu machen, konnte man schreiben:
a r a+c s

Q) —=— = = s>t
a+b+c+d n

a+b+c+d n

Es wire auch folgende einfache Form moglich, eine (Un-)Gleichung anstatt einer Implikation:

(3) a < a—+c
a+b+c+d a+b+c+d

Bei der Ungleichung ergeben sich folgende (n — r +1) Losungen:
s=r,r+1,...,n Also: p(Y)=1/n, (r+ 1)/n, .., n/n
Wihlt man einen bestimmten Wert fir p(Y), dann kann man nur einen semi-analytischen
Schluss angeben, z. B.: p(X A Y) = t/n — p(Y) = (r+2)/n

Zur Veranschaulichung ein Beispiel mit Zahlen:
r=5n=3§
pXAY)= 58= p(Y) = 5/8
Also: p(Y)=15/8, 6/8, 7/8, 8/8. W.:p(Y)=5/8 v 6/8 v 7/8 v 8/8

e Beispiel: Modus ponens
[ qualitativi X—>Y)AX =Y
[ quantitativ: p(X > Y)=1r/n Ap(X)=1 = p(Y)=1/n

+c+d
[1 Bruch: _arerd _r A
a+b+c+d n

a+b a+c r
_—_———_ — - — =
a+b+c+d a+b+c+d n

Erlduterung:

Aus dem ersten Bruch ergibt sich:a+c+d=r

Aus dem zweiten Bruch ergibt sich: c+d =0

Also ergibt sich fiir den abgeleiteten dritten Bruch ebenfalls der Wert p = r/n.
Der Schluss gilt aber nur streng, wenn p(X) = 1.

2-3-4-2 QUALITATIV PARTIELLER, QUANTITATIV STRENGER SCHLUSS

Dies muss erldutert werden. Es gibt Schliisse, die in ihrer qualitativen aussagen-logischen
Form (also mit implizitem p = 1 oder p = 0) nur partiell giiltig sind, in der quantitativen Form
aber vollstindig,z.B.: (X vY) —> Y.

XVvY)—>Y
+++ + 4+
++ - - -
-+ 4+ o+ o+
- — _ + —

Ein solcher Schluss hat — quantifiziert — die Struktur: p =r/n = p <1/n. Es handelt sich also
um einen vollstdndigen Schluss (auch wenn es eben keine eindeutige Losung gibt).

Zur Erklarung: (X vY) — Y ist die Umkehrung des strengen Schlusses: Y = (X v Y).
Somit p(X v Y)= r/n = p(Y) < r/n die Umkehrung von p(Y)=r/n = p(XvY)> r/n
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Eine Merkregel ist:
qualitativ strenger Schluss: quantitativ p(®)=r/n = p(¥) > r/n
qualitativ partieller Schluss: quantitativ p(®) =r/n = p(¥) < r/n
Es gibt allerdings auch andere Strukturen (vgl. unten).

e Beispiel: Disjunktive Abschwdchung: (X v Y) —> Y (vgl. oben)

] qualitativ: XvY)—Y

] quantitativ: pPXvY)=1tmn = p(Y)< t/n

" Bruch: _atb+e _r  atc  _r
a+b+c+d n a+b+c+d n

Fiir q(Y) = sergibtsich:s=r, r—1,..,r—r

Fiir p(Y) = s/n ergibt sich: i,r—_l,..., r-r
n o n n

Ein numerisches Beispiel: r=4,n=6
pXVvY)=4/6 = p(Y)< 4/6
Es gilt: p(Y) =4/6, 3/6, 2/6, 1/6, 0/6

2-3-4-3 QUANTITATIV PARTIELLER SCHLUSS
Bei einer semi-analytischen Implikation liegt wie erldutert nur eine partielle logische Folge,
ein partieller Schluss vor, zur Symbolisierung verwende ich den langen Pfeil ——.

o Qualitative Basis: strenger Schluss

Ich greife hier zuriick auf den oben genannten Schluss (Abtrennungsregel):
PXAY)=1tm= p(Y)= 2 1/n

Seine qualitative Struktur (Basis) ist ein vollstindiger Schluss, ndmlich:
XAY =Y

Als quantitatives Beispiel hatte ich angegeben:
pPXAY)=58= p(Y)= 2= 5/8

Es gibt also folgende Losungen der Gleichung:
p=5/8,p=6/8,p=7/8,p=28/8

Angenommen, man gibt folgenden Schluss an:
pXAY)= 58 —> p(Y)= 7/8

Man konnte dafiir auch allgemein schreiben: p(X A Y) = t/n — p(Y)= t/n+2/n

Herkdmmlicherweise wiirde man sagen: Das ist ein Fehlschluss. Aber dies wire inaddquat,
denn p = 7/8 ist ja eine mdogliche Losung. Man sollte daher von einem ‘partiellen Schluss’
sprechen. Ich werde im 4. Kapitel zeigen, wie man solche Schliisse quantitativ bestimmen
kann.

® Qualitative Basis: Partieller Schluss

Ich greife hier zuriick auf den oben genannten Schluss:
pPXvY)=1n = p(Y)< t/n

Seine qualitative Struktur (Basis) ist ein partieller Schluss, nimlich:
XvY —>Y

Als quantitatives Beispiel hatte ich angegeben
pXVvY)=4/6 = p(Y)< 4/6
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Es gilt: p(Y) =4/6, 3/6, 2/6, 1/6, 0/6
Angenommen ich nehme den Schluss:
pXvY)= 46 — p(Y)= 2/6
Auch hier liegt ein partieller Schluss vor. Denn 2/6 ist nur eine mogliche Losung, aber keine
sichere Losung.

2-3-4-4 UBERSICHT
Ich habe bisher 4 Ungleichungen zur Berechnung von p(V) aus p(®) entwickelt:

p(®)=1/n = p(¥)< t/n
p(®)=r/n = p(¥)= t/n
p(®)=t/n = p(¥)=> (n—r1)/n
p(®)=t/n = p(¥)< (n—r1)/n

Eala i e

Zusammenfassend gebe ich einige Beispiele fiir diese Ungleichungen.

L.p@)=1t/n = p(¥)< t/n
Schliisse, die aussagen-logisch, qualitativ, nur semi-analytisch sind, aber Umkehrungen von
vollstdndigen Schliissen darstellen. Hier gilt: Die giiltigen Welten der Konklusion (z. B. a und
¢) sind eine Teilmenge der giiltigen Welten der Pramisse (z. B. a, b und c).

¢ XvY—>Y (Umkehrschluss: XvY <Y)

at+b+c a+c

XvY)=rn = p(Y)< r/n —=1mM => —— < 1/n
p( ) p(Y) a+b+c+d a+b+c+d
e XvY—> XAY (Unkehrschluss: X VY <=XAY)
pXVvY)=1h = pXAY)< t/n _atbte _ = —2 < in
a+b+c+d a+b+c+d

2.p@)=1/n = p(¥)= 1t/n
Schliisse, die aussagen-logisch (qualitativ) streng analytisch sind. Die giiltigen Welten der
Pramisse sind eine Teilmenge der giiltigen Welten der Konklusion.

oY = XVvY
p(Y)=1n = p(XVvY)>rn __arc . /n = _atbte >1/n
a+b+c+d a+b+c+d
e XAY=XVY
PXAY)=1nh = pXVvY)> r/n 9 —ith = _atbte > t/n
a+b+c+d a+b+c+d

3. p@)=1n = p(¥)> (n—r1)n
Schliisse, die aussagen-logisch (qualitativ) partiell analytisch sind. Dabei schneiden sich die
Mengen der giiltigen Welten von Pramisse und Konklusion.

e(X>Y)—> (X<«Y)

pPX—>Y)=1t/h = p(X«<Y)> (n—r1)n
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a+c+d 7 a+b+d n—r
at+b+c+d n a+b+c+d n

e(X>Y)—> (1Y)
pPX—>Y)=1n = p(=Y)> (n—1)n

a+c+d r b+d n—r
at+b+c+d n a+b+c+d n

4. p@)=1/n = p¥)<(n—-1)n
Schliisse, die aussagen-logisch (qualitativ) partiell analytisch sind. Dabei sind Pramisse und
Konklusion in keiner Welt gemeinsam giiltig.

e (XAY)—/8> (XVY)
pPXAY)=1h = pXVY) < (n—-1)n

_r_ d L nor
n a+b+c+d n

a
at+b+c+d

Neben den Ungleichungen (bzw. Schliissen mit Ungleichungen) kann man auch Gleichungen
verwenden:

¢ bei Negationen
e bei Schliissen mit 2 oder mehr Pradmissen

1. Negation
p(®)=1t/n < p(¥)=1-1n
p(®)= 1 -p(¥) bzw. p(¥)=1-p(P) bzw. p(®) +p(¥) =1

Beispiel beliebig, etwa: p(X > Y)=1/n < p(—-(X—>Y))=1-1/n.

2. Addition
p(®1) + p(®2) =p(¥)
Beispiel: p(X A Y)+p(XVY) = pXeY)
a N d _ a+d
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

Allgemein: p(®;) + p(Dy) + ... + p(Dy) = p(VP)
Beispiel: p(XAY)+p(X—<Y)+ p(XVY) = pX—>Y)
a N c N d _ _atc+d
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

2-3-4-5 PSEUDO-SCHLUSSE
Ich habe oben verschiedene Strukturen zur Berechnung von Schliissen ,,p(‘Y') folgt aus p(®)*
vorgestellt, zur Wiederholung:
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p(®)=1t/n = p(¥)=>r/n
p(®)=r1t/n = p(¥)<r/n
p(®)=1r/n = p(¥)= (n—r1)/n
p(®)=1r/n = p(¥)<(n—1)n
p(®)=1t/n < p(—®)=1-1/n

Ob damit alle moglichen Schluss-Typen (mit zwei Variablen) erfasst sind, muss noch weiter
untersucht werden. In manchen Féllen ist aber gar kein Schluss moglich, weil die Relationen
vollstindig unabhdngig voneinander sind. Man kann von Pseudoschliissen sprechen.
Wir miissen also genau unterscheiden:
e strenger Schluss =
e partieller Schluss —>

e kontradiktorische Implikation +
e kein Schluss/Pseudoschluss --
Im Folgenden soll der Pseudoschluss p(X ] Y)=t/n --—> p(X | Y) = s/n analysiert werden.

a+b r p(XLY)=

3 a+c s
at+b+c+d n

X1Y)= _are  _
P ) at+b+c+d n

Die Frage lautet genau: Lésst sich von p(X | Y) auf p(X | Y) schlieBen? Liegt ein Pseudo-
schluss vor? Ich gehe im Beispiel von n = 3 aus.

a—-i-b a+tb c+d atc b+d _are
a+b+c+d at+tb+c+d
3/3 3 0 3 0 3/3

2 1 2/3

1 2 1/3

0 3 0/3
2/3 2 1 3 0 3/3

2 1 2/3

1 2 1/3

0 3 0/3
1/3 1 2 3 0 3/3

2 1 2/3

1 0 1/3

0 3 0/3
0/3 0 3 3 0 3/3

2 1 2/3

1 2 1/3

0 3 0/3

Wie man sieht, ist hier bei jedem vorgegebenen Wert von p(X ] Y) jeder Wert von p(X L Y)
moglich. Es gibt also keinen echten Schluss von p(X | Y) auf p(X L Y), sondern nur Pseudo-
schliisse (die man allerdings auch zu den semi-analytische Schliissen zéhlen kann).
Zwar kann man scheinbar strenge Schliisse aufstellen wie:
pX1Y)=0/3 = pXLY)=3/3v 2/3v 1/3v0/3
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Dass hier das Zeichen fiir den strengen Schluss = verwendet wird, darf jedoch nicht irritie-
ren. Wenn auf die Disjunktion aller moglichen Werte geschlossen wird, muss = gelten. Das
sagt keinesfalls, dass p(X L Y) aus p(X ] Y) abzuleiten ist. Wenn man weil}, welchen Wert
p(X | Y) besitzt, hat man damit noch keine Information iiber den Wert von p(X | Y).

Umgekehrt, als Replikation, gibt es auch nur Pseudoschliisse von p(X L Y) auf p(X 1Y).
Das iiberrascht nicht, wenn man bedenkt: p(X | Y) = p(X) und p(X L Y) = p(Y). Zwischen
p(X) und p(Y) kann nur ein synthetisches Verhiltnis bestehen, entsprechend werden in der
Wabhrheitstafel alle moglichen Kombinationen von X und Y aufgefiihrt. Somit besteht quasi
zwischen p(X | Y) auf p(X L Y) auch ein synthetisches Verhiltnis

Im Kapitel 4 iiber die Meta-Werte analytischer Relationen werde ich allerdings zeigen, dass
auch Pseudoschliisse unterschiedlich bewertet werden konnen, indem man ihnen unterschied-
liche theoretische Wahrscheinlichkeiten zuweist.

2-3-5 Erweiterungen

2-3-5-1 STECKBRIEF
Zur Ubersichtlichkeit soll nachfolgend quasi der Steckbrief eines Schlusses dargestellt wer-
den: und zwar von der Abtrennungsregel X AY = Y.

2-3-5-2 STRENGER SCHLUSS
[ qualitativ: XAY = Y
[J quantitativ: p(XAY)=1/n = p(Y)> r/n

a r a+c r
[l Formel: - = = >
a+b+c+d n a+b+c+d n

Beispiel:
[J quantitativ: p(X AY)= 3/5= p(Y) = 3/5

a+c
a+b+c+d

[0 Formel: 4 =% =

53
a+b+c+d 5

2-3-5-3 UMKEHRUNG
Als quantitativen Umkehr-Schluss bezeichne ich einen Schluss mit Ungleichungen, bei dem
die Glieder vertauscht werden.

[J quantitativ: p(Y)=1t/n = p(XAY)<r/n

a+c r a r
0 Formely, —mmM8@MmMm = =»>——— — <
at+b+c+d n at+b+c+d n

Der Umkehr-Schluss ist dquivalent mit dem Ausgangs-Schluss:
[PXAY)=1m = p(Y)=2=21/n] < [p(Y)=1/n = p(XAY)<1/n]
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2-3-5-4 KONTRAPOSITION
Der Umkehr-Schluss darf nicht mit der Kontraposition verwechselt werden. Die Kontrapositi-
on lautet:

[ qualitativ: —(XAY) < =Y

[ quantitativ: p(XAY)< r/n < p(Y) < r/n

a r a—+c r
[0l Formel:

- < &=
a+b+c+d n a+b+c+d n

Die direkte Verneinung von p(®) = r/n ist allerdings p(®) # r/n. Konkret: Die direkte Vernei-
nung von p(X A Y) =1/n ist p(X A Y) # 1t/n, nicht p(X A Y) < 1/n. Doch hierbei ist der
Schluss nicht zwingend, denn p(X A Y) # 1/n konnte auch bedeuten: p(X A Y) > r/n, und dann
erhielte man nur einen semi-analytischen Schluss.
Nur wenn man wie folgt bestimmt: p(®) # r/n ist dquivalent p(®) < r/n, erhilt man einen
strengen Schluss.
PXAY)< 1t/ < p(Y)< t/n

2-3-5-5 SEMI-ANALYTISCHE SCHLUSSE
Wenn gilt p(X A Y) =1/n = p(Y) > 1/n, dann gibt es folgende semi-analytische Schliisse:

PXAY)=1t/m —> p(Y) = t/n
PXAY)=1t/n —> p(Y) = (r+1)/n

PXAY)=1/mn —> p(Y) = n/n

Wir hatten als Beispiel gewéhlt: p(X A Y)= 3/5 = p(Y)= > 3/5.

Dann ergeben sich als semi-analytische Schliisse:
PXAY)=3/5— p(Y)=3/5 pXAY)=3/5—> p(Y)= 4/5
pXAY)=3/5—> p(Y)= 5/5

Diese Schliisse sind alle méglich (semi-analytisch), aber nicht notwendig.
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2 -4 QUANTITATIVE AUSSAGEN-LOGIK

2-4-1 Einfiihrung

2-4-2 Implikation

2-4-3 Positiv-Implikation
2-4-4 Systematik

2-4-5 Erweiterungen

2-4-1 Einfithrung

2-4-1-1 QUANTITATIVE AUSSAGEN-LOGIK
Ich darf noch einmal daran erinnern: Quantitative Aussagen-Logik (bzw. quantifizierte Aus-
sagen-Logik) bedeutet, man arbeitet nur mit den Werten p = 1 und p = 0. Denn diese Werte
sind implizit in aussagen-logischen Relationen enthalten. Durch die Quantifizierung kann man
aussagen-logische Relationen priziser darstellen und besser priifen.
Wir konnen unterscheiden zwischen:
e Position (positiv, bejaht, belegt)
e Negation (negativ, verneint, nicht belegt)

Zur Wiederholung erldutere ich die Quantifizierung aussagen-logischer synthetischer Relatio-
nen, am Beispiel der Implikation bzw. ihrer Negation:

a+c+d

I. positiv: X =Y pPX—>Y)=1 —=1
a+b+c+d
) at+c+d
2. negativ: —(X —>Y) pPX—>Y)=0 —=0
a+b+c+d

2-4-1-2 GANZHEITLICHE FORMEL
Ich habe in 2-3-1-1 beschrieben, wie man eine ganzheitliche Formel aus der Wahrheitstafel
entwickelt.

Nehmen wir als Beispiel wieder den semi-analytischen Schluss: X > Y — Y.
Der Wahrheitsverlauf + + + — entspricht der Definition der Disjunktion: X v Y.

e Position
Quantitativ schreibt man fiir X > Y— Y:

a+b+c

pX—>Y—>Y)= 1. Als Formel: ———— =
a+b+c+d

e Negation

—(X = Y ——>Y) hat den umgekehrten Wahrheitsverlauf, also unter dem Negationszeichen
steht — — — +. Das entspricht der synthetischen Relation X V' Y.

Quantitativ schreibt man fir «(X > Y — Y):

a+b+c

pPX—>Y—>Y)=0. Als Formel: ——— =
a+b+c+d
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2-4-1-3 KOMBINIERTE FORMEL
Normalerweise berechnet man aber den Wert von p((X —» Y) —— Y), indem man von den
Werten der beiden Einzelkomponenten p(X — Y) und p(Y) ausgeht. Und zwar gilt entspre-
chend den Wabhrheitstafeln:

a+c+d a+c

X>Y)= ——— Y)y=——*“""~
PX=Y) a+b+c+d P(Y) a+b+c+d

Bei der quantifizierten Aussagen-Logik kommen aber nur die Werte p = 1 und p = 0 (bei Ne-
gation) vor. Wir miissen hier also fiir alle Relationen p = 1 einsetzen.

PX—>Y) p(Y) pPX>Y—>Y)
a+c+d a+c a+b+c
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
1 1 1
e p(X —> Y)=1: daraus folgt: b=0 o p(Y) = 1: daraus folgt zusitzlichd =0
. o a+c
e p(X > Y——Y): Hier ergibt sich dann: =1
a+c

Man kann konstatieren:
PX>Y)=1 ApY)=1 =2 p(X—>Y)—> Y)=1

2-4-1-4 QUANTITATIVE WAHRHEITS-TAFEL
Um alle Moglichkeiten darzustellen, kann man (wie erldutert) eine quantitative Wahrheitsta-
fel verwenden. Dabei greifen wir zur besseren Verstdndlichkeit zundchst auf die normale,
qualitative Wahrheitstafel zuriick, am Beispiel der Relation: (X > Y) —> Y

Wir kniipfen hier an folgender Form der Wahrheitstafel an (wobei nur die wichtigsten
Wabhrheitsverldaufe angegeben sind):

X=Y) Y X=>Y)—Y
2. + + +
2. - - +
3. + + +
4. + — -

Die primédre — namlich konjunktive — Deutung der Wahrheitstafel verdeutlicht die aus der obi-
gen Form abgeleitete konjunktive Wahrheitstafel, mit den entsprechenden Relationen.

X>Y)AY = X>Y)—DY

I. + + + X>Y)VA Y =>X->Y) —>Y
2. - - + X->Y)AY =2X->Y) —Y
3. + + + XYY" Y =>2X->Y) —Y
4. + - - X>Y)AY 2-(X->Y) —Y)

Konjunktive Wahrheitstafel bedeutet: Pramisse und Konklusion werden als Konjunktion ge-
fasst, aus der auf die Gesamtrelation geschlossen wird.
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Kommen wir nun zur Wahrheitstafel der quantitativen Aussagen-Logik. Hier gilt:
Wo + in der qualitativen Wahrheitstafel steht, wird 1 eingesetzt, wo — steht, wird 0 einge-
setzt. Das sind konkrete Zahlenwerte, nicht nur Symbole fiir + und —.

pPX—>Y) A p(Y) = pX->Y)—Y
a+c+d a+c a+b+c
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
1) 1 1 1
2) 0 0 1
3) 1 1 1
4) 1 0 0

Den 1) Fall haben wir in 2-4-1-3 gepriift, der 3) Fall entspricht dem 1) Fall.
pPX—=>Y)=1 Ap(Y)=1 2 pX->Y—Y)=1

Der 2) Fall besagt: p(X—>Y)=0 A p(Y)=0 = pX>Y—Y)=1
Aus p(X = Y) =0 ergibt sich: a+c+d =0, somit ist auchp(Y)=a+c=0.
Daa+b+c+d>0, mussalsob>0sein. Somitaucha+b +c¢>0.

Es resultiert: p(X > Y —— Y) = b/b = 1. Korrekt.

Der 4) Fall besagt: p(X > Y)=1 A p(¥Y)=0 = pX>Y—Y)=0

Aus p(X > Y)=1ergibtsich:b=0, a+c+d>0.

Aus p(Y) =0 ergibt sich:a+c=0. Somita+b+c=0,d>0.

Daraus folgt fiir p(X > Y ——> Y) =0, denn sein Zdhler ist: a + b +c = 0. Korrekt.

Allerdings kann man diese Fille auch leichter berechnen, nach der in 2-3-1-3 genannten For-
mel: p(—«(X > Y)+pY)=p(X—>Y)—> Y).
Dabei muss man berticksichtigen, dass gilt: p(—=(X > Y))=1-p(X = Y).
Bei der quantitativen Aussagen-Logik bedeutet das: p(—(X = Y)) =1 < p(X—> Y)=0.
Somit ergibt sich:

)Fall: 0+1=1 2)Fall: 1+0=1 3)Fal: 0+ 1=1 4)Fall: 0+0=0

Hier zeigt sich: Es gibt einen wesentlichen Unterschied zwischen der allgemeinen quantitati-
ven Logik und der quantitativen Aussagen-Logik. Bei der allgemeinen Quantitits-Logik gilt
die Wahrheitstafel nur in eng begrenztem AusmaB, bei der quantitativen Aussagen-Logik gilt
die quantitative Wahrheitstafel dagegen perfekt.

2-4-1-5 IMPLIKATIVE FORMEL

Es ist noch eine weitere Wahrheitstafel moglich, allerdings nur bei implikativen Beziehun-
gen: die schon eingefiihrte implikative Wahrheitstafel. Gehen wir noch einmal vom Beispiel
(X —>Y)—— Y aus, mit der Wahrheitstafel in der iiblichsten Form:
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X->Y) —Y

1. ++ + + o+
2. +- - + -
3. -+ + + +
4. -+ - - -

Als implikative Wahrheitstafel war hier eingefiihrt worden:

Imp X—>Y)—Y

1. ++ + £ +
2. +- - + -
3. -+ + £ +
4. -+ - £ -

Quantitativ ergibt sich folgende Struktur:
PX—>Y)=1 —p(Y)=1

Das soll nun in einer quantitativen Wahrheitstafel darstellgestellt werden. Diese implikative
Wahrheitstafel ist allerdings ganz anders zu interpretieren als die normale bzw. konjunktive
Wabhrheitstafel.

Die normale Wahrheitstafel fiir p(X - Y —— Y) informiert z. B. (siche oben):
Wenn p(X —> Y)=1und p(Y)=1, dannistauchp(X>Y— Y)=1.

Die implikative Wahrheitstafel fiir p(X - Y —— Y) informiert dagegen z. B.:
Wenn p(X — Y) =1 (oder 0), ist p(Y) =1 (oder 0).
Und zwar kann dies gelten:

e notwendig (+): O=Y
o unmaoglich (—) —(® = ¥) oder indirekt auch ® = —¥
e moglich (£) oO— Y

pX—>Y) —> p(Y)

a+c+d a+c
a+b+c+d a+b+c+d
1) 1 + 1
2) 0 + 0
3) 1 + 1
4) 1 + 0

1) Fall

p(X—>Y)=1bedeutet: a+c+d>0,b=0

p(Y)=1,wenna+c>0undb+d=0.

p(Y) = 1 ist also mit p(X — Y) = 1 vertrdglich, folgt aber nicht notwendig daraus. Denn es
konnte auch gelten: a+c=0,d > 0.

2) Fall

Dies ist der einzige notwendige Fall: Denn p(X — Y) =0 bedeutet: a+c+d=0,b> 0.
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Somit muss auch a + ¢ = 0 sein und damit p(Y) = 0.

3) Fall: Der ist gleich dem 1) Fall.

4) Fall

Hier gilt Entsprechendes zum 1) Fall: p(Y) = 0 ist also mit p(X — Y) = 1 vertrdglich, folgt
aber nicht notwendig daraus.

Diese Resultate der Wahrheitstafel iiberraschen nicht, denn es gilt:
e semi-analytischer Schluss: p(X > Y)=1 —> p(Y) =1

e aber strenger Schluss: p(X > Y)=0 =p(Y)=0

e und Kontraposition: p(X > Y)=1 < p(Y)=1

2-4-2 Implikation

2-4-2-1 DEFINITION
Ich werde hier keine streng allgemeine Darstellung vornehmen, sondern nur Beispiele geben;
und zwar nehme ich bei den semi-analytischen Relationen zur besseren Vergleichbarkeit im-

mer R(X > Y, X v Y). Hier geht es nur um die speziellen Fille, dass p =1 (oder p = 0).

X=>Y —> XvVvY

a ++ + o+ o+t
b + - - o+ 4+
b -+ + + -+ +
d -+ - - —__
XY —5 X vY)=1 © pXvY)=1  _4Fbte _
a+b+c+d
2-4-2-2 REPLIKATION
X>Y «—XVvY
+4+ + + +++
- - - 4+
-+ + + -+t
e
XY — X vY)=1 & pX>Y)=1 o _4+ctd _
a+b+c+d

2-4-2-3 AQUIVALENZ

X—>Y «——> X vVvY
++ + + + + +
+ - - - + + -
-+ 4+ + -+ +

-+ - -
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a+c

PX=>Y ¢«—> XVvY)=1l o p¥V)=1 & ———=
a+b+c+d

2-4-2-4 TAUTOLOGIE UND KONTRADIKTION

e tautologische Implikation: =

Die tautologische Implikation bedeutet einen besonderen Fall, sie besitzt grundsétzlich den
Wertp=1. ZB. X AY = Y:

a+b+c+d _ 1

XAY=Y)=
P ) a+b+c+d

Und das gilt generell fiir jede Tautologie, jede Tautologie hat den Wert p = 1.

e kontradiktorische Implikation: #

Jetzt zur kontradiktorischen Implikation, z. B. (X 'v' =X) # (X A" = X).
Sie hat grundsétzlich den Wert p = 0. Es ergibt sich folgende Formel:

p(X VI =X) & (X A =X)= #z 0
a+b+c+d

Hier gilt entsprechend: Jede Kontradiktion hat den Wert p = 0.

2-4-2-5 DREI VARIABLEN
Ich gehe hier von 3 Variablen X, Y, Z aus.

Zunichst eine semi-analytische Implikation: XvYVvZ —> XAYAZ
Als Gesamtformel gilt:
a, +d, B

e Positivip(XvYVZ —XAYAZ) =1 & =
a,+a,+b+b,+c,+c,+d +d,

a, +d, B
a+a,+b +b,+c +c,+d +d,

e Negativip(XvYVZ — XAYAZ)=0 <

Jetzt eine strenge Implikation, als kombinierte Formel:

Wir nehmen den obigen semi-analytischen Schluss als Konklusion und seine Komponenten
als Prdmissen:

e aussagen-logische Struktur

XVYVZ)AXAYAZ) = XvYVZ —XAYAZ)

e quantitativ

(PXVYVZD)=1ApXAYAZ)=1] = [pXVYVZ —>XAYAZ)=1]

e Formel :
a,+a,+b +b,+c +c,+d, 1A a, —1
a,+a,+b+b,+c,+c,+d +d, a+a,+b+b,+c +c,+d +d,
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a +d, _

= =
a+a,+b+b,+c,+c,+d +d,

Begriindung: Aus der ersten und zweiten Bruch ergibt sich: nur a; > 0, alle anderen Variablen

haben den Wert 0. Somit ergibt sich fiir den dritten Bruch: 4

a,
Ich habe bewusst ein Beispiel genommen, bei dem die Beziehungen zwischen den Briichen
leicht zu erkennen sind, andere Briiche sind natiirlich komplizierter.

2-4-3 Positiv-Implikation

2-4-3-1 ZWEI MODELLE DER POSITIV-IMPLIKATION
Diese Problematik ist schon mehrfach angesprochen worden, aber erst hier kann sie systema-
tisch analysiert werden. Die Analyse in 2-4-3-1 ist allerdings primér fiir Experten gedacht.

Wie wir gesehen haben, gilt fiir den Nenner der normalen Implikation wie fiir alle anderen
Relatoren: a + b + ¢ + d > 0. Das erklért sich dadurch, dass damit alle méglichen 4 Welten
(bei 2 Variablen) angefiihrt sind, und in wenigstens einer Welt muss ein Wert > 0 bestehen.
Anders gesagt: a>0vb>0vc<0wvd>O0.

Man kann dariiber diskutieren, ob das eine rein logische oder auch ontologische Vorausset-
zung ist, aber ich sehe es als rein logische Voraussetzung. Sie entspricht ndmlich dem logi-
schen Gesetz, der Tautologie: (X AY) V(X A=Y) V(=X AY) Vv (=X A —Y). AuBerdem ist
mathematisch verboten, dass der Nenner 0 betrdgt, also durch 0 geteilt wird.

Die Frage ist nun, ob bei der Positiv-Implikation ein dhnliches Gesetz gilt. Betrachten wir
die wichtigste Positiv-Implikation: X *— Y.

Ihr entspricht die Formel , also mit dem Nenner a + b.

a+b
Gilt hier ein entsprechendes Gesetz: a + b > 0? Offensichtlich kann man das nicht rein logisch
folgern, denn es konnten ja gelten a + b = 0, wenn andererseits gilt: ¢ + d > 0. Andererseits
konnte man von der Definition der Positiv-Implikation und dem Sprachverstédndnis doch for-
dern, dass a > 0 oder b > 0. So kommen wir zu zwei Interpretationen: Existenz oder Nicht-
Existenz. Existenz bzw. Nicht-Existenz bezieht sich primér auf das X in X *— Y oder in

p(X *—>Y) bzw. auf p(X) = _atb . Dabei miissen wir zwei Félle unterscheiden:

a+b+c+d

1. Positiver Fall: X *—> Y
Dieser Fall ist unproblematisch, die Existenz von X wird ausgesagt.
PX*>Y)=1=>pXAY)>0 = p(X)>0 (anstatt,p’ konnte man auch ,q’ schreiben)

4 —1=a>0 =a+b>0

a+b

Wichtig: ,,X existiert* wird durch p(X) > 0 ausgesagt, man benoétigt nicht das stiarkere
p(X) = 1, das zu vielen Einschrankungen fithren wiirde. Entsprechend gilt aussagen-logisch
auch nur semi-analytisch: (X *—> Y) —— X.

2. Negativer Fall: =(X *—> Y) bzw. p(X *> Y)=0
In diesem Fall ist die Existenz von X problematisch.
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¢ Existenz-Hypothese
PX*>Y)=0 = p(XA=Y)>0 =pX)>0

9 —0=b>0 =>a+b>0 Daraus ergibt sich:

a+b

P(X*5>Y)=0 < p(X *—>—Y)=1 bzw. - =0 o2 =1
a+b a+b

In der Darstellung der aussagen-logischen, qualitativen Wahrheitstafel:

(X *> —Y) *& —(X *= Y)

+ — —+ O —+ + +
+ + +- 4+ ++ - -
- 0-+ 0 O0O-0+
- 0+- 0O 0O-0 -

¢ Nicht-Existenz-Hypothese
a

=0—-=b>0 —=a+b>0 Esgilt
a+b

pX*>Y)=0 < p(X*> —=Y)=1. Aber:
PX*>Y)=0 = p(X*> -Y)=1 somit: p(X*>Y)=0 == p(X*> -Y)=1

® —= Y ist wie beschrieben folgendermallen zu deuten: @ impliziert nicht streng V. Man
kann dies auch als semi-analytische Implikation schreiben: ® —— V.

Aussagen-logisch gilt (X *— —Y) *= —(X *— Y). Auf eine Wahrheitstafel verzichte ich
hier, die modifizierten Wahrheitstafeln fiir das Nicht-Existenz-Modell sind sehr kompliziert,
sie sind ggf. meinem Buch «Integrale Logik» zu entnehmen.

Im aussagen-logischen Bereich (bei den Wahrheitstafeln) verwende ich auch als Zentral-
Relator ausschlieBlich die Positiv-Implikation, weil die normale Implikation fiir die Zeichen
,LI” und ,?’ keine Interpretation besitzt. Im quantitativen Bereich verwende ich als Zentral-
Relator aber vorwiegend die Normal-Implikation, weil dort diese Interpretationsfragen nicht
auftreten und so die Darstellung iibersichtlicher ist. Hier verbirgt sich ein noch nicht vollstén-
dig geldstes Problem, inwieweit die aussagen-logische und die quantitative Darstellung der
Positiv-Implikation bzw. der Positiv-Logik vollkommen dquivalent sind.

2-4-3-2 EXISTENZ-MODELL VERSUS NICHT-EXISTENZ-MODELL

Fiir welches Modell soll man sich entscheiden? Das Existenz-Modell oder das Nicht-
Existenz-Modell? Diese Frage ist, wie die vorausgegangenen Analysen schon gezeigt haben,
nicht leicht zu beantworten.

e Fiir das Existenz-Modell spricht (u. a.):

— es ist von den Wahrheitstafeln her plausibler

— es entspricht mehr unserem Sprachverstidndnis

e Fiir das Nicht-Existenz-Modell spricht (u. a.):

— es bendtigt nicht die zusitzliche Annahme a+b >0

— es ist besser kompatibel mit der normalen Logik

Ich halte letztlich die Existenz-Interpretation fur tberlegen. Thre Wahrheitstafeln sind gut bes-
tatigt, und ihre Ubertragung in die Formeln ist unzweifelhaft. Ich will aber das Nicht-
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Existenz-Modell auch nicht verwerfen. Die Losung konnte sein, dass man innerhalb der Po-
sitiv-Implikation (bzw. innerhalb der Positiv-Logik) die Existenz-Interpretation verwendet,
aufserhalb, d. h. in Beziehung zur normalen Implikation bzw. normalen Logik aber die Nicht-
Existenz-Implikation. Diese Losung miisste aber noch im Einzelnen erarbeitet werden.

2-4-3-3 SCHLUSS VON DER POSITIV-IMPLIKATION AUF DIE IMPLIKATION

[ qualitativ: (X*>Y)= X—>Y)
[ quantitativ: p(X *>Y)=1 = pX—>Y)=1

a | = a+c+d 1

[ Bruch: = -
a+b a+b+c+d

Erlduterung: Aus der ersten Bruch-Gleichung ergibt sich: b = 0, a > 0. Damit ergibt sich fiir
den abgeleiteten zweiten Bruch p = 1.

Hier stellt sich das Existenz-Problem nicht, wohl aber bei dem semi-analytischen Schluss
von p(X *>Y)=0 auf p(X—> Y)=0.
¢ Existenz-Modell

Voraussetzung ist hier: (Lb =0 < =)= b>0
a+

a+b

Daraus sind u. a. folgende drei Ableitungen mdéglich:

— semi-analytisch: 4 _o x5 ¢ tetd | 0 (wennc+d=0)
a+b a+b+c+d

— kontradiktorisch: =0 *» _atetd _ 1 (Widerspruch, weil b > 0)
a+b a+b+c+d

— tautologisch: =0 *= _ate+d <1 (folgt aus b > 0)
a+b a+b+c+d

Eigentlich gehort dieser Schluss allerdings nicht in die quantitative Aussagen-Logik, weil
dort keine Werte p < 1 definiert sind, sondern in die quantitative Quantoren-Logik.

¢ Nicht-Existenz-Modell
Hier gilt: wenn p(X *— Y) =0, kann p(X — Y) beliebige Werte annehmen:
— wenn gilt b =0 (was ja im Nicht-Existenz-Modell moglich ist), p(X —»>Y) =1.
—wennb >0undc+d=0,dann p(X—>Y) =0
—wennb> Qundc+d>0,dann 0<p(X—>Y) <1
(Aber auch dieser Schluss gehort nicht mehr zur quantitativen Aussagen-Logik.)

2-4-3-4 SCHLUSS VON IMPLIKATION AUF POSITIV-IMPLIKATION

[ qualitativ: (X —>Y)*— (X*->Y)
[ quantitativ: pX > Y)=1 *—— pX*>Y)=1

[] Bruch: M—l * 4

= =1
at+b+c+d a+b
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Begriindung: Aus _aterd =1 folgt b=0 unda+c+d>0.
a+b+c+d

D. h. es ist auch moglich, dass a = 0, es reicht, dass ¢ +d > 0. Dann wére p(X *—> Y) =0
Somit ist nur ein semi-analytischer Schluss moglich auf p(X *— Y) = 1.

2-4-3-5 KONTRAPOSITION
Die Frage ist, inwieweit die Kontraposition auch fiir die Positiv-Implikation gilt, also:
X->Y)e (-X«*=Y)?
Im Einzelnen beinhaltete das somit vier Implikationen:
X*5Y) = (=X «*4Y) X*5Y) < (=X«*Y)
—(X*>Y) = (=X <«<*Y) —(X*>Y) < (=X <*Y)
Ich konzentriere die Analyse auf die Implikationen, weil die leichter zu untersuchen sind als
die Aquivalenzen im Ganzen. Das Ergebnis ist aber unschwer auf die Aquivalenz zu {ibertra-
gen. Und zwar untersuche ich exemplarisch die 1. Implikation, die anderen Fille verhalten
sich entsprechend.

[ qualitativ: (X *—> Y) *—— (=X «* Y)
[ quantitativ: p(X *> Y)=1 *—— p(=X «*=Y)=1

a

— * N d
a+b

7 :1
d+b

[ Bruch:

Begriindung: aus

d
d+b

4 5 =1 folgt a> 0 und b = 0. b = 0 ist zwar eine notwendige Bedingung

fiir =1, aber keine hinreichende; dafiir miisste auch noch gelten d > 0.
Somit ist nur ein semi-analytischer Schluss moglich. Und zwar gilt das gleichermal3en fiir das

Existenz-Modell und das Nicht-Existenz-Modell, und es gilt auch fiir die anderen Implikatio-
nen. Fazit: Bei der Positiv-Implikation gilt die Kontraposition nicht.

2-4-4 Systematik

Bei Systematik behandele ich verschiedene Formen von Schliissen. Ich nenne wieder jeweils
die qualitative Form, die quantitative Form und die Form als Bruch. Dabei ist zu bedenken,
dass grundsatzlich gilt:

atb+c+d>0.Also:a>0 v b>0v ¢c>0 v d>0

2-4-4-1 ABTRENNUNGSREGEL

Struktur: p(@) =1 = p(¥Y)=1/ eine Prdmisse
[ qualitativ: XAY = Y
[ quantitativ: p(XAY)=1 = p(Y)=1

[] Bruch: A—l atc

= - =
at+b+c+d at+b+c+d
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Kurz-Erlduterung: Aus dem ersten Bruch ergibt sich:
a>0, b+c+d=0.Somithaben also alle Parameter aufler a den Wert 0.
Damit ergibt sich fiir den abgeleiteten zweiten Bruch:

21
a

2-4-4-2 MODUS PONENS
Struktur: p(@) =1 = p(¥Y)=1/zwei Primissen
[ qualitativ: X—>Y)AX =Y
[ quantitativ: p(X > Y)=1 ApX)=1 = p(Y)=1

1 Bruch: M=1 A a—le _, _ atc  _
at+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung:

Aus dem ersten Bruch ergibt sich: b=0

Aus dem zweiten Bruch ergibt sich: c+d =0

Also ergibt sich entsprechend wie oben fiir den abgeleiteten dritten Bruch der Wert p = 1.

Modus ponens mit der Positiv-Implikation
Bei der Positiv-Implikation ergibt sich ein entsprechendes Ergebnis fiir den Modus ponens.
Dabei stellt sich das Existenz-Problem nicht, es wird mit dem positiven X *— Y gearbeitet.

[ qualitativ: (X*>Y)AX = Y
[ quantitativ: p(X *>Y)=1 ApX)=1 = p(Y)=1

a+b a+c
=1 A

[l Bruch : - ]l = - =
a+b a+b+c+d a+b+c+d

1

Erlduterung: Aus den ersten beiden Briichen ergibt sich (entsprechend wie bei dem Beispiel
mit der herkémmlichen Implikation) b + ¢ + d = 0.
Damit ergibt sich fiir den abgeleiteten Bruch: p = 1. Denn:

a

2

a

2-4-4-3 NULLISTISCHE SCHLUSSE
Bei denen kommt wenigstens ein Wert p = 0 vor, z. B. Struktur: p(®)=1 = p(¥)=0

[ qualitativ: X AY = =(X><Y)
[J quantitativ: p(X AY)=1= p(X><Y)=0

a | b+d

[] Bruch: - ]l = — -
a+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung: Aus dem ersten Bruch folgt: b+c+d=0
Folglich muss der abgeleitete zweite Bruch den Wert 0 haben.
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2-4-4-4 SEMI-ANALYTISCHE SCHLUSSE
Bei einer semi-analytischen Implikation liegt nur eine partielle logische Folge vor.
Ich beschrianke mich hier auf ein Beispiel mit dem Schluss:
p(®)=1 — p(¥)=1. Und zwar konkret: p(X vY)=1 —>p(Y)=1

(] qualitativ: (XvY) — Y
[ quantitativ: p(XvY)=1— p(Y)=1

at+b+c . a+c

(1 Bruch: = > =
a+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung:
Aus dem ersten Bruch folgt: a+b + ¢ >0, d = 0. Was ldsst sich daraus fiir den zweiten Bruch
ableiten? Betrachten wir drei Moglichkeiten:
a+c=0,b>0: Hier hat der zweite Bruch den Wert p = 0.
a+c¢ >0, b=0: Hier hat der zweite Bruch den Wert p = 1.
a+c>0,b>0. Hier hat der zweite Bruch, je nach dem Verhiltnis von a + ¢ zu b, be-
liebige Werte zwischen 0 und 1.

Es hat also den Anschein, als konne man aus dem ersten Bruch jeden mdglichen Wert des
zweiten Bruchs ableiten (und damit umgekehrt gar nichts). Es wire kein partiell-analytischer
Schluss gegeben, sondern iiberhaupt kein Schluss (bzw. ein Pseudoschluss).

Um dieses Ergebnis zu priifen, setze ich konkrete Zahlen in die Gleichungen ein.

a+b+c
at+b+c+d

a+c
a+b+c+d

4 4
4 4

Jetzt erhalte ich aus der ersten Gleichung: a+b+c=4,d=0.

Nun ergeben sich folgende Mdglichkeiten:

atc b a—+c
a+b+c+d
4 0 4/4
3 1 3/4
2 2 2/4
1 3 1/4
0 4 0/4

In diesem Beispiel gibt es also nicht mehr wie im obigen abstrakten Fall unendlich viele L5-
sungen, sondern nur 5 Losungen fiir den zweiten Bruch. Allerdings kann der Bruch auch in
diesem konkreten Fall Werte von 0 bis 1 annehmen. Wie aber noch gezeigt wird, haben diese
Werte unterschiedliche theoretische Wahrscheinlichkeiten. Jedenfalls gilt, dass bei Einsatz
konkreter Zahlen ein partieller Schluss der Form p(X v Y)=1 — p(Y) =1 mdglich ist.

2-4-4-5 ANDERE BERECHNUNGSMETHODEN

Ich habe bisher die Schliisse berechnet, indem ich die Prdmissen analysiert habe. Gerade bei
Schliissen mit mehreren Pramissen ergeben sich aber auch noch andere Methoden. Ich will
die wichtigsten Methoden kurz vorstellen, anhand des Modus ponens:
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pPX—=>Y)=1 ApX)=1 = p(Y)=1

a+c+d a+b a+c

— =1 A =1 — =
at+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

e Primissen getrennt analysieren (bisherige Methode)

M =1 Daraus erhilt man: b=0
a+b+c+d

& =1 Daraus erhilt man: ¢ +d =0
at+b+c+d

Aus beiden Briichen zusammen erhilt man: b+c+d=0
Nun gilt: a+b +c¢+d>0. Somita> 0.

a+c a

Also gilt fiir die Konklusion: =1

a+b+c+d a
e Primissen gleichsetzen und einen Ausdruck analysieren

a+c+d 3 a+b
a+b+c+d a+b+c+d

Daraus folgt: a+c+d=a+b. Somitb=c+d.

atc+d _ 1 Daraus erhilt man: b=10

a+b+c+d
Aus beiden Zeilen zusammen erhdlt man: b+c¢c+d=0
Dann weiter wie oben.

e Primissen addieren oder subtrahieren und den daraus resultierenden neuen Ausdruck
analysieren

a+b+c+d d+b+csd
arerdratb _, pa 2atbterd ,
a+b+c+d a+b+c+d
Man subtrahiert davon 1 bzw. atbtc+d
a+b+c+d
2a+b+c+d a+b+c+d _ a

at+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d:

Aus 4:1 erhidlt man:b+c+d=0.
a+b+c+d
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Dann weiter wie oben.

Je nach zu analysierendem Schluss sind nicht immer alle o. g. Verfahren anzuwenden.

2-4-5 Erweiterungen
Ich habe verschiedene Strukturen von guantitativen aussagen-logischen Schliissen vorgestellt:

p@) =1 = p¥)=1
p(@)=1 = p(¥)=0
p(@®)=0 = p(¥)=1
p(®)=0 = p(¥)=0

Eine vollstindige Erfassung aller mdglichen Strukturen steht hier noch aus.

2-4-5-1 STECKBRIEF EINES SCHLUSSES
Zur Ubersichtlichkeit soll im Folgenden abschlieBend der Steckbrief eines Schlusses darge-
stellt werden. Und zwar von der Abtrennungsregel: X AY = Y.

2-4-5-2 STRENGER SCHLUSS

[l qualitativ: XAY = Y
U quantitativ: p(XAY)=1 = p(Y)=1

a a+c

[l Formel: _— =]l =5 —=
a+b+c+d a+b+c+d
Beispiel:

[ quantitativ: p(X AY)= 5/5= p(Y) =5/5

[ Formel: +=§ =
a+b+c+d 5

a+c _2
a+b+c+d 5

2-4-5-3 UMKEHRUNG
Als quantitativen Umkehr-Schluss bezeichne ich in der deterministischen Aussagen-Logik
einen Schluss mit doppelter Verneinung:

] quantitativ: p(—(XAY))= 0 = p(=Y))=0

b+c+d 0 b+d

U Formel: —_— = > =
a+b+c+d a+b+c+d

Der Umkehr-Schluss ist 4quivalent dem Ausgangs-Schluss:
[PXAY)= 1= p(Y)= 1] & [p(=(XAY))= 0 = p(=(XAY))=0]
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2-4-5-4 KONTRAPOSITION
Der Umkehr-Schluss darf nicht mit der Kontraposition verwechselt werden. Die Kontrapositi-
on lautet:

[ qualitativ: —(XAY) < =Y

[ quantitativ: p(XAY)=0 < p(Y)=0

a a+c

[ Formel: - == —— =
a+b+c+d a+b+c+d

Auch die Kontraposition ist dquivalent dem Ausgangs-Schluss:
[PXAY)=1= p(Y)=1] & [pPXAY)=0 < p(Y)=0]

2-4-5-5 SEMI-ANALYTISCHE SCHLUSSE
Wenn gilt: p(X A Y) = 1, dann ergibt sich ein strenger Schluss fiir p(Y), namlich p(Y) = 1.
Wenn aber p(X A Y) =0, dann gibt es nur folgende semi-analytische Schliisse:
pPXAY)=0— p(Y) =0
PXAY)=0— p(Y) =1

Man kann allerdings fragen, ob das noch echte Schliisse sind, denn wenn p(X A Y) =0, ist
eben gar nichts Sicheres iiber p(Y) abzuleiten.
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2 -5 QUANTITATIVE QUANTOREN-LOGIK

2-5-1 Einfiihrung

2-5-2 Implikation

2-5-3 Positiv-Implikation
2-5-4 Systematik

2-5-5 Erweiterungen

2-5-1 Einfithrung

2-5-1-1 FORMULIERUNGEN

Hier sollen zunéchst die quantoren-logischen Grundstrukturen dargestellt werden. Ich werde
zur besseren Veranschaulichung neben die quantitative Form auch die normale quantoren-
logische Form stellen. Im Einzelnen geht es um 8 Moglichkeiten: Dabei bestehen folgende
analytische Aquivalenzen (in normaler Sprache und formal):

¢ Alle < nicht einige nicht e Alle nicht < nicht einige
A & —V— A— & =V
pX)=1 < p(=X)=0 p(X)=0 < p(=X)=1
e Nicht alle < einige nicht ¢ Nicht alle nicht < einige
—-A & V= A= &V
pX) <1 < p(=X)>0 p(—=X) <1 < p(X)>0
Negationen
Es gilt, verschiedene Negationen von A bzw. p = 1 zu unterscheiden:
kontradiktorische Verneinung -A  p<lI
kontrdre Verneinung A— p=0
doppelte Verneinung —A—= p>0

Die doppelte Verneinung ist allerdings keine echte Verneinung, denn: A = —A—.
Es stehen sich also folgende GroBen kontradiktorisch gegentiber:
A p=1 ><-=A: p<l
A=:p=0 > -=A—-:p>0

Ahnliches gilt fiir ,,einige*, also V bzw. p > 0.

Wichtig ist hier, den Unterschied zur Aussagen-Logik zu sehen: aussagen-logisch gibt es (im
strengen Sinn) nur eine Verneinung.

Position Negation 1 Negation 2
Aussagen-Logik X->Y —-(X—->Y)
Quantoren-Logik AX—>Y) A-(X—->Y) —AX—>Y)
Quantitativ pPX—>Y)=1 pX—>Y)=0 pPX—>Y)<l1

Dabei gilt aber, wie schon in 1-5-1-5 erldutert: Innerhalb der — quantitativen — Aussagen-
Logik ist p(X = Y) =0 kontradiktorische Negation von p(X — Y) = 1. Innerhalb der — quan-
titativen — Quantoren-Logik ist aber p(X — Y) = 0 kontrdre Negation von p(X —» Y) = 1,
denn die kontradiktorische Negation ist hier p(X — Y) < 1.
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2-5-1-2 QUANTOREN-LOGIK VERSUS AUSSAGEN-LOGIK
Ich habe schon grundsitzlich dargelegt, dass man die Quantoren-Logik als eine Erweiterung
der Aussagen-Logik verstehen kann. Insofern gilt:
- alle Gesetze der Aussagen-Logik gelten auch in der Quantoren-Logik
- es gibt spezifische Gesetze der Quantoren-Logik, die in der Aussagen-Logik nicht
darstellbar sind (dies sind genau die, welche den Partikuldr-Quantor verwenden)

Anbei ein Beispiel fiir die Darstellung eines Gesetzes in aussagen-logischer und quantoren-
logischer Form, z. B.:

aussagen-logisch: XAY=Y

quantoren-logisch: Ax(Fx A Gx) = Ax(Gx)

quantoren-logisch quantifiziert: p(Fx AGx)=1 = p(Gx) =1

2-5-1-3 LOGISCHES QUADRAT
Die wichtigsten analytischen klassen-logischen Relationen behandelt das sogenannte logische
Quadrat, das in einer normalen quantoren-logischen Form schon eingefiihrt wurde.

alle N alle—
p=1 p=0
U >< U
einige v einige—
p>0 p<l1

Das Zeichen "><" in der Mitte bezieht sich auf beide Diagonalen:
1. alle "><" einige— 2.alle~ ><' einige

2-5-1-4 EINFACHE RELATIONEN
Einfache Relationen sind solche mit einer Pridikat-Variablen wie Ax(Fx) im Gegensatz zu
komplexen Relationen mit zwei oder mehr Pradikat-Variablen wie Ax(Fx — Gx). Man kann
sie quantitativ mit Individuenvariable x und Prddikatvariable F schreiben, z. B. p(Fx) = 1.
Ubersichtlicher ist aber, sie nur mit der neutralen Variable X zu schreiben: p(X) = 1.

Die logischen Verbindungen zwischen den Quantoren lassen sich fiir einfache Sétze bzw.
Relationen unproblematisch im logischen Quadrat darstellen.

Aus Platzgriinden wird das ,,Quadrat® oft nur als Rechteck dargestellt, so auch bei mir an
vielen Stellen in diesem Buch.

p(X)=1 ot p(X)=0

p(X)>0 v p(X)<1
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Anstelle p(X) = 0 konnte man auch p(—X) = 1 schreiben u. 4., das wiirde der quantoren-
logischen Grundform A—(X) mehr entsprechen. In der quantitativen Form ist aber die obige
Darstellung am iibersichtlichsten.

Durch Verwendung einer spezifischen Individuen-Konstante x; sind z.B. folgende Schliisse
moglich: p(Fx) =1 = Fx;. Das ist wie folgt zu deuten: ,,Wenn alle x die Eigenschaft F ha-
ben, dann hat auch ein beliebiges x die Eigenschaft F*. Ahnlich z. B. Fx; = p(Fx) > 0. Man
konnte auch p(Fx;) = 1 statt Fx; schreiben, dies wire aber zu interpretieren (vgl. 1-4-5-3).

AuBerdem sind von Bedeutung:

analytische Relationen zwischen relativen Haufigkeiten (p) und absoluten Haufigkeiten (q):
epX)=1 = q(X)>0 (es gilt auch: <) Oder: p(X)=1 = q(X)>1
Wenn alle Objekte X sind, dann gibt es mehr als 0 Objekte (bzw. mindestens 1 Ob-
jekt), die X sind. Die 1 hat bei p natiirlich eine ganz andere Bedeutung als bei q, bei p
steht sie flir 100%, bei q fiir genau ein Objekt. Zur Unterscheidung kdnnte man bei p
immer dezimal 1,00 bzw. 0,00 schreiben, was aber eher uniibersichtlich sein diirfte.
Es gilt auch die Kontraposition: q(X) =0 = p(X) <1.
epX)>0 = q(X)>0 oder: p(X)>0 = qX)=>1
Kontraposition: q(X)=0 = p(X)=0
*pX)=0 = qX)=0
Kontraposition: q(X) >0 = p(X) > 0. Dies ist korrekt, wenn allerdings p z. B. nur
1/1000000 betriagt (also q = 1), kann man auch sagen: p = 0.
*p(X)<1
Aus p(X) < 1 ldsst sich nichts iiber q(X) ableiten. q(X) kann 0 sein, 1 oder beliebig
grof3. Es muss nur gewéhrleistet sein, dass q(X) < [q(X) + q(—X)].

2-5-1-5 WAHRHEITS-TAFELN

In der Aussagen-Logik kann die Giiltigkeit einer Relation durch die Wahrheitstafeln tiberprii-
fen. Dabei ergibt sich die Giiltigkeit der Gesamt-Relation aus der Giltigkeit der Einzel-
Relationen bzw. Einzelfaktoren. In der Quantoren-Logik ist das schwieriger. Es gibt verschie-
dene Mdglichkeiten (siehe genauer in 2-2-1-5).

o Strenger (analytischer) Schluss
Als Beispiel wihle ich wieder Ax(Fx) = Vx(Fx) bzw. p(X) = 1 = p(X) > 0. Fiir den Schluss
Ax(Fx) = Vx(Fx) verwendete ich — analog zur Aussagen-Logik — folgende Wahrheitstafel:

Ax(Fx) = Vx(Fx)
+ o+ o+

+

+

+ + +

Es geht nun darum, das + und das — unter den Quantoren prizise zu bestimmen.

In der quantitativen Quantoren-Logik stehen + und — in der Wahrheitstafel ndmlich nicht
wie bei der Aussagen-Logik einfach fiir ,,ja* (bzw. p = 1) und ,,nein (bzw. p = 0), sondern sie
miissen folgendermaflen gedeutet werden:

Ax(Fx) Vx(Fx)
+:p=1 +:p>0
—p<lI —-p=0
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Somit ergibt sich folgende quantitativ-quantoren-logische (normale) Wahrheitstafel:

pX)=1 = p(X) >0
+ (=1 + + (p>0)
- (<D + + (p>0)
- (<D + + (p>0)
- (<1 + - (p=0)

Daraus ergeben sich folgende Einzel-Relationen bei einer konjunktiven Interpretation:

[PX)=1ApX)>0] = [pX)=1 = p(X)>0]
[PX) <1 ApX)>0] = [pX)=1 = p(X)>0]
[PX)<1ApX)>0] = [pX)=1 = pX)>0]
[PX)<1ApX)=0] = [pX)=1 = pX)>0]

Diese Relationen miissen alle Tautologien sein, weil p(X) =1 = p(X) > 0 ja eine Tautolo-
gie ist und jeder Schluss auf eine Tautologie seinerseits eine Tautologie ist: ® = Tautologie.

¢ Semi-analytischer Schluss
Hier wihle ich Vx(Fx) — Ax(Fx) bzw. p(X) >0 —— p(X) = 1. Die quantitative Tafel:

Vx(Fx) —> Ax(Fx)
a+b a+b
- >0 - — =
a+b+c+d a+b+c+d
+ (p>0) + + (p=1)
+ (p>0) - - (<D
+ (p>0) - - (<D
- (p=0) + - (<D

2-5-2 Implikation

2-5-2-1 TAUTOLOGIE
Typische quantitative quantoren-logische Schliisse sind solche, bei denen die Werte p < 1 und
p < 0 vorkommen. Denn Schliisse nur mit p = 1 oder p = 0 konnen bereits in der quantitati-
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ven Aussagen-Logik dargestellt werden. Ich wihle hier nur spezifisch quantoren-logische
(quantitative) Schliisse wie:
ep<1l = p<l1 ep<1=p>0 ep>0=>p>0 ep=1=p>0

e Eine Pramisse: Beispiel: mAx(Gx) = —Ax(Fx A Gx)
] quantoren-logisch: =A(Y) = —-AX AY)
[J quantitativ: p(Y) <1 = p(XAY) <1

O Bruch: — ¢ 1o — 9o

a+b+c+d a+b+c+d

Kurz-Erlduterung: Aus dem ersten Bruch ergibt sich: b + d > 0. Damit muss aber auch der
abgeleitete Bruch den Wert p < 1 haben.

e Zwei Pramissen. Beispiel analog Modus ponens: Vx(Fx — Gx) A Ax(Fx) = Vx(Gx)
[l quantoren-logisch: V(X = Y) A A(X) = V(Y)
[ quantitativ: p(X > Y)>0 Ap(X)=1 = p(Y)>0

a+c+d 20 a+b | = a+c 50

[ Bruch: A =
a+b+c+d at+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung:

Aus dem ersten Bruch ergibt sich: a + ¢ + d > 0. Aus dem zweiten Bruch ergibt sich: c +d =0
Somit ergibt sich aus beiden Briichen zusammen: a > 0.

Also ergibt sich fiir den abgeleiteten dritten Bruch der Wert p > 0.

e Zwei Pramissen. Beispiel analog Modus ponens: Ax(Fx — Gx) A Vx(Fx) = Vx(Gx)
[l quantoren-logisch: A(X = Y) A V(X) = V(Y)
[ quantitativ: p(X > Y)=1 Ap(X)>0 = p(Y)>0

O Bruch: —4F¢rd . a¥b g _atc
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung:

Aus dem ersten Bruch ergibt sich:a+c¢+d>0,b=0.

Aus dem zweiten Bruch ergibt sichu. a.:a+b>0

Somit ergibt sich aus beiden Briichen zusammen: a > 0.

Also ergibt sich fiir den abgeleiteten dritten Bruch der Wert p > 0.

2-5-2-2 KONTRADIKTION
Hier sei daran erinnert,