2 ANALYTISCHE RELATIONEN

2-1 Aussagen- Logik

2-2 Quantoren-Logik

2-3 Quantitative Logik

2-4 Quantitative Aussagen-Logik
2-5 Quantitative Quantoren-Logik

e Exkurs: Verschiedene Formen von Wahrheitstafeln

UBERSICHT

2-1 Aussagen-Logik
Hier wird der Unterschied zwischen synthetischen, analytischen und partiell analyti-
schen Relationen herausgearbeitet.

2-2 Quantoren- und Pradikaten-Logik
In diesem Punkt werden zuvorderst die verschiedenen Modelle fiir A//-Scitze und Par-
tikuldr-Sdtze auf ihre analytischen Eigenschaften gepriift und danach bewertet. Aul3er-
dem wird das logische Quadrat im Einzelnen vorgestellt. Dabei spielt auch die Uber-
setzung der Quantoren-Logik in Prddikaten-Logik eine wichtige Rolle.

2-3 Quantitative Logik
Hier gibt es eine wesentliche Erweiterung herkdmmlicher logischer Gesetze durch
Einfiihrung quantitativer Gesetze.

2-4 Quantitative Aussagen-Logik
In diesem Unterkapitel werden die klassischen Gesetze der Aussagen-Logik in quanti-
tativer Form dargestellt. Damit werden logische Schliisse zu Rechenformeln. Es zeigt
sich, dass sich so logische Schliisse viel einfacher und préziser auf ihre Giiltigkeit prii-
fen lassen.

2-5 Quantitative Quantoren-Logik
Die quantitative Quantoren-Logik stellt die quantoren-logischen Gesetze in numeri-
scher Form vor. Es werden dabei auch auf der Quantoren-Logik basierende Modelle z.
B. von Modal-Logik prasentiert, aber eben quantifizierte Modelle.

Jedes Unter-Kapitel ist wieder folgendermaflen unterteilt:
e Einfiihrung

e Implikation

e Positiv-Implikation

e Systematik

e Inklusiv / Exklusiv

e Erweiterungen
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2 -1 AUSSAGEN-LOGIK

-0 Einfiihrung

-1 Implikation

-2 Positiv-Implikation
-3 Systematik

-4 Inklusiv / Exklusiv
-5 Erweiterungen

2-1-0 Einfiihrung

2-1-0-1 ANALYTISCHE RELATIONEN
Analytische Relationen (kurz A-Relationen) sind — syntaktisch gesehen — solche, bei denen auf
beiden Seiten des Relators (partiell) gleiche Zeichen stehen. Auf die Definition analytischer
Relationen bzw. Verkniipfungen bin ich schon in 0-5 eingegangen — und es wird an spéterer
Stelle, vor allem in 4-1, noch genauer darauf eingegangen werden.
Man kann unterscheiden:
e Tautologien
Sie sind in jeder Welt wahr, man sagt auch L-wahr (logisch wahr). In der Wahrheitsta-
fel steht nur + (plus = giiltig) unter dem Junktor. Sie haben den Status von Gesetzen.

e Kontradiktionen

Sie sind in keiner Welt wahr, also in jeder falsch, man sagt auch L-falsch. D. h. sie
sind widerspriichlich. Es steht nur — (minus = ungiiltig) unter dem Junktor. Kontra-
diktionen sind natiirlich weniger bedeutsam als Tautologien.

Eine herausragende Tautologie ist die analytische Implikation (= logische Folge oder
Schluss), z. B.: X = X v Y mit folgender Wahrheitstafel:

X = XvY
+ + +++
+ + ++-
-+ —++
—_ + —_—

Man kann die Wahrheitstafel auch abkiirzen, so dass man nur den — entscheidenden — Werte-
verlauf unter dem Zentral-Relator, hier =, horizontal angibt.

X = XVvY (++++)
Eine wichtige Kontradiktion ist aber die folgende Konjunktion:

XAN=-aX(E=--9)
Eine analytische Relation enthilt meistens mehrere (synthetische) Relationen, die durch einen
Zentral-Relator verbunden sind, z. B.:

XAY=>XVvY
X AYund X v Y sind hier die synthetischen Relationen, der Zentral-Relator ist =.
Synthetische Relatoren (A) binden mehr als analytische (=), so braucht man X AY => X vY
nicht mit Klammern als (X A Y) = (X v Y) zu schreiben. Meint man aber eine ganz andere
Relation, etwa X "A™ (Y = X v Y), so muss man natiirlich Klammern setzen.

Eine Tautologie (mit 2 Variablen) hat immer den Wahrheitswerteverlauf + + + +, unabhén-

gig davon, mit welchem Relator sie konstruiert wird, z. B.:
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XAY=X, XX, X'V =X usw.
Eine Kontradiktion (mit 2 Variablen) hat ebenfalls immer den Wahrheitswerteverlauf — — — —,
gleichgiiltig, mit welchem Relator sie konstruiert wird, z. B.:

XA =X, (XAY) & =(XAY), X'V =X)2& (X A" =X) usw.

2-1-0-2 PARTIELL ANALYTISCHE RELATIONEN

Als Zwischen-Kategorie zwischen synthetischen und analytischen Relationen habe ich die

partiell-analytischen oder semi-analytischen Relationen eingefiihrt (kurz PA-Relationen).

Man konnte anstatt von ‘partiell-analytisch’ auch von ‘partiell synthetisch’ sprechen. Semi-

analytische Relationen sind zugleich semi-tautologisch (dazu spiter). Ein Beispiel ist:
XvY— X (++-1)

Auch bei partiell-analytischen Relationen gilt syntaktisch, dass links und rechts vom Relator

(partiell) gleiche Zeichen stehen. Aber anders als bei den analytischen Relationen sind partiell

analytische Relationen nicht tautologisch und nicht kontradiktorisch, d. h. in der Wahrheitsta-

fel unter dem Zentral-Relator kommt sowohl + wie — vor. Z. B. folgende Wahrheitstafel:

X—=>Y) —Y
+++ + +
+ - = 4+ -
-+4+ + +
-4+ - - -

Ein weiterer wesentlicher Unterschied zwischen analytischen und partiell analytischen Rela-
tionen ist: Eine Tautologie oder Kontradiktion hat immer den gleichen Wahrheitsverlauf. Da-
gegen gibt es (bei 2 Variablen) 14 mogliche Wahrheitsverldufe von semi-analytischen Relati-
onen, entsprechend den 14 mdglichen Wahrheitsverldufen von synthetischen Relationen.

Wie ich schon in 0-5 angemerkt habe, war es eine schwierige Entscheidung, die Kategorie
»semi-analytisch® einzufiihren. In mancher Hinsicht wire ein System einfacher und eleganter
gewesen, das nur und genau zwischen synthetischen und analytischen Relationen unterschei-
det (die semi-analytischen Relationen wéren dann mit den synthetischen gleichgesetzt wor-
den). Ich will diese Problematik nachfolgend etwas genauer darstellen.

Man kann hier zwischen 2 Modellen unterscheiden: dem 2-stufigen und dem 3-stufigen.

o 2-stufiges Modell
Hier wird nur unterschieden zwischen synthetisch und analytisch.
Es ergibt sich dann folgende zunéchst tiberzeugende Parallele:

- synthetisch: wahr (W) / falsch (F)

- analytisch: tautologisch = logisch wahr (T) / kontradiktorisch = logisch falsch (K)
Innerhalb des synthetischen Bereichs gilt: W < —F: d. h. wenn ein Satz wahr ist, dann ist er
nicht falsch. Und umgekehrt. Z. B. X <& —(—X).

Innerhalb des analytischen Bereichs gilt entsprechend T < —K bzw. —T < K, also negative
Aquivalenz von Tund K: z. B. (X v —=X) & —(—(X v —X)).
Man kann diesen Zusammenhang auch durch oder-Relationen darstellen:

K

><

+ 4+ + + 3
+ 4+ + + <
+ 4+ + +
+ 4+ + +
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Gleichgiiltig, welche oder-Relation man verwendet, man erhélt immer eine Tautologie.
Man kann also z. B. schreiben: T "v" K. Und da ja gilt —=T < K, kann man auch schreiben:
T v —T. Dies ist aber der Satz vom ausgeschlossenen Dritten. Anders gesagt:
Eine Negation einer Tautologie ist automatisch eine Kontradiktion.
Eine Negation einer Kontradiktion ist automatisch eine Tautologie.
Modal-logisch gilt dabei: Tautologisch = notwendig. Und: Kontradiktorisch = unmdglich.
Somit gilt auch: Die Negation von ,,notwendig* ist ,,unmdglich®, und umgekehrt.
,»Moglich* ist allein dem synthetischen Bereich vorbehalten.
Obwohl dieses Modell durchaus seine Stdrken hat, sprachen aber doch viele sachliche
Griinde dagegen, vor allem gegen die Gleichsetzung von synthetischen und semi-analytischen
Strukturen, so dass ich dieses Modell letztlich verworfen habe.

o 3-stufiges Modell
Hier wird als 3. (Zwischen-)Stufe partiell analytisch bzw. semi-analytisch eingefiihrt (dieses
»semi-analytisch® wird dann im quantitativen Ansatz weiter differenziert).

Die Bestimmungen des 2-stufigen Modells gelten auch hier, werden aber erweitert.
Dabei gilt: (semi-analytisch = —tautologisch) A (semi-analytisch = —kontradiktorisch)
Damit entspricht semi-analytisch modal-logisch: —notwendig A —unmoglich.

Dafiir kann man auch sagen: mdglich A moglich—. Das bedeutet aber so viel wie: genau
moglich. Diese Bestimmung trifft allerdings auch auf synthetische Relationen zu.

Wichtig ist, hier nicht Begriffs-Ebene und Logik-Ebene zu verwechseln. Begrifflich: ,,Wenn

ein Satz semi-analytisch ist, dann ist er nicht tautologisch*. Aber aus einem semi-analytischen
Satz folgt logisch jede beliebige Tautologie, weil gilt: ® = Tautologie (vgl. 2-1-5-3).

Alle Relatoren konnen semi-analytisch verwendet werden. Aber am wichtigsten sind auch
hier die implikativen Relationen. Dabei unterscheidet man Implikation, Replikation und A-
quivalenz (als Symbol verwende ich jeweils einen verldingerten Pfeil):

semi-analytische Implikation —>

semi-analytische Replikation «—

semi-analytische Aquivalenz <—>

2-1-0-3 NOTATION
Ich habe schon verschiedene Notationen filir Relatoren eingefiihrt und erldutert, fasse sie hier
aber noch einmal systematisch zusammen.
Implikative Relationen formalisiere ich immer durch einen Pfeil (wie weit verbreitet):
Tautologien durch einen Doppelpfeil
Kontradiktionen durch den durchgestrichenen Doppelpfeil
semi-analytische Relationen durch den verldingerten Pfeil

o Implikation
Tautologie: =

Kontradiktion: #
Semi-analytisch: ——>

e Aquivalenz
Tautologie: <

Kontradiktion: <»
Semi-analytisch: <——>
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® Replikation
Tautologie: <

Kontradiktion: <
Semi-analytisch: «—

Andere Tautologien formalisiere ich durch ++ iiber dem Junktor, z. B. /"
Kontradiktionen durch — — iiber dem Junktor, z. B. A~
Semi-analytische Relationen durch + — iiber dem Junktor, z. B. "><~

e Konjunktion e Disjunktion
Tautologie: "A" Tautologie: V"
Kontradiktion: "A~ Kontradiktion: v~
Semi-analytisch: "A” Semi-analytisch: v~

2-1-0-4 SYNTHETISCHE WAHRHEITSTAFEL

Man kann unterscheiden zwischen Wahrheitstafeln fiir synthetische und analytische Relatio-
nen (kurz synthetische bzw. analytische Wahrheitstafel). Ich behandele auch die synthetische
Wahrheitstafel genauer erst hier im Kapitel {iber Analytik, weil man fiir die Deutung jeder
Wahrheitstafel analytische Relationen bendtigt. Im Detail und mit ausfiihrlichen Erlduterun-
gen gehe ich auf die Wahrheitstafeln erst im Exkurs zu diesem Kapitel 2 ein.

1) Normale Wahrheitstafel
Ein Beispiel fiir die normale Wahrheitstafel einer synthetischen Relation (Implikation) ist:

X—->Y
+ + +

+ - —
-+ +
- 4+ —

Die (normale) Wahrheitstafel enthélt verschiedene Deutungsmoglichkeiten bzw. Schlussmog-
lichkeiten. Die wichtigsten Deutungen sind die konjunktive und die implikative Deutung. Die
konjunktive Deutung ist die zentrale, die normale Wahrheitstafel enthélt implizit bereits die
konjunktive Deutung. Die implikative Deutung ist bei Implikationen bzw. Schliissen zusitz-
lich heranzuziehen, in der quantitativen Logik ist sie besonders wichtig.

Ich zeige diese Deutungsmdoglichkeiten auf und entwickle daraus verschiedene Formen von
Wabhrheitstafeln. Das verdeutliche ich anhand der Implikation X — Y.

2) Konjunktive (Deutung der) Wahrheitstafel
Bei der konjunktiven Deutung wird aus der Konjunktion der beiden Einzel-Komponenten X,Y
auf die Gesamt-Relation, z. B. X — Y geschlossen.

Die konjunktive Interpretation verdeutlicht folgende Form der Wahrheitstafel:

XY| XY
1. + + +
2. + - -
3. - + +
4. - - +
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Noch deutlicher wird die konjunktive Deutung in der folgenden Darstellung, die man daher
auch konjunktive Wahrheitstafel nennen kann. Die Zeilen der Wahrheitstafel werden zusitz-
lich durch Relationen formalisiert; dabei wird ein — (minus) in der Wahrheitstafel hier in ein
— (Negator) iibersetzt (vgl. 1-1-0-3):

XAY = X->Y

l. + 4+ + + + XAY = X->Y +—== = +—-++
2. + - - + - XA=Y = -(X->Y) —+-——- => —+-- (&)
3. - -+ + + —XAY = XY ——+—- = +-++
4. - - = + + —XA=Y = XY ———+ = +—-++

Hier wird aus den Konjunktionen X A Y, X A =Y, =X A Y und =X A =Y auf die Gesamt-
Relation X — Y geschlossen. Und zwar handelt es sich um strenge Schliisse (=).
Der konjunktiven Deutung entspricht folgende konjunktive Definition von X — Y:
X>2Y ©a6XAY)V(=XAY) V(=X AAY) bzw. :
X->Y <>df —|(X AN —|Y)
Also wird X — Y definiert durch Disjunktion der Konjunktionen, die X — Y analytisch imp-
lizieren. Bzw. durch die Negation der Konjunktion, welche die Kontradiktion von X — Y ist.

3) Implikative (Deutung der) Wahrheitstafel
Sie bietet sich nur bei implikativen Beziehungen wie X — Y an, ist dort aber von besonderer
Bedeutung. Hier wird von dem Vorderglied (z. B. X) auf das Nachglied (z. B. Y) gefolgert.

Imp X->Y

1. + + + X->Y +—++)
2. + - - X—=>-Y -+++)
3. -t + —X->Y +++-)
4. -+ - —X—->-Y ++-4)

Ich schreibe die implikative Wahrheitstafel mit einem ,Imp’ am Anfang. Wie man aber in der
normalen Wahrheitstafel von X — Y sieht, folgt in der 3. Zeile Y aus —X und in der 4. Zeile
—Y aus —X (und in beiden Féllen gilt X — Y als wahr). Daher wird in der implikativen
Wahrheitstafel an beiden Stellen ein * (fiir ,,m0glich*) unter den Relator geschrieben. Das
liest sich wie folgt (3. Zeile): ,Wenn X falsch ist, dann ist es moglich (), dass Y wahr ist’.
Dies dhnelt der Positiv-Implikation, bei der die 3. und 4. Stelle ,,nicht definiert* sind.

Der implikativen Darstellung entspricht folgende Bestimmung der Implikation:

4) Verstdrkte implikative (Deutung der) Wahrheitstafel

Bei der konjunktiven Deutung der Wahrheitstafel erhélt man ausschlieBlich analytische Rela-

tionen wie X A Y = X — Y. Bei der implikativen Deutung sind dagegen wie beschrieben

alle vier aufgefiihrten Relationen der Wahrheitstafel synthetisch, namlich:
X->Y,X>-Y, XY, X->-Y

Und bei synthetischen Relationen gilt: Wenn man nur weil, dass X giiltig (+) ist, kann man

noch nichts tiber Y aussagen, es kann giiltig sein oder ungiiltig (und entsprechend). Erst in-

dem man die Giiltigkeit bzw. Ungiiltigkeit der Gesamt-Relation, also X — Y, mit beriicksich-

tigt, kann man aus X (in gewissen Grenzen) auf Y schlieBen. Man kann dies eine verstdrkte

implikative Deutung bzw. verstarkte implikative Wahrheitstafel nennen.
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Imp X A X->Y) —Y

I. + + + + + XAX->Y) =Y ++++)
2. + - - + - XA=(X->Y) = Y +++4)
3. - - + + 4+ XA X>Y)—Y +++-)
4. - - + + - XA X->Y)— Y ++-4)

XAX—>Y) = Y ist eine Tautologie, nimlich der Modus ponens. Dies bedeutet aber nicht,
dass auch alle einzelnen Relationen Tautologien sind. So ist in der 3. bzw. 4. Zeile kein ein-
deutiger Schluss moglich. Denn in der 3. Zeile wird von -X A (X — Y) auf Y geschlossen,
in der 4. Zeile vom gleichen =X A (X —> Y) auf Y.

Damit kénnen hier keine strengen Schliisse vorliegen, sondern es gilt nur:
XA X>Y)—> Y bzw. =X A (X—>Y) —> Y. So schreibe ich hier wieder =.

5) Weitere mégliche Schliisse aus der Wahrheitstafel

e Schluss von X auf X ->'Y

X = X>Y)va(X—>Y) (Schluss auf Tautologie = Pseudo-Schluss)
X = X->Y

e Schlussvon Y auf X > Y
Y= X->Y
Y = X>Y)v—(X—>Y) (Schluss auf Tautologie = Pseudo-Schluss))

e Schluss von X auf Y (dies geht nur, wenn man X — Y hinzunimmt, vgl. oben)
X>YV)AX =Y

X>Y)AX = Y

X—>Y)A—=X = Y v Y (Schluss auf Tautologie = Pseudo-Schluss)

e Schluss von Y auf X (dies geht nur, wenn man X — Y hinzunimmt)
Xe<Y)AY = X

(X< Y)AY = =X

(X<« Y)A—=Y = X v =X (Schluss auf Tautologie = Pseudo-Schluss)

e Schlussvon X > Y auf X, Y

Ein strenger Schluss von X — Y auf X, Y, =X oder —Y ist nicht moglich
Aber es gilt:

—-X->Y) =X

2-1-0-5 ANALYTISCHE WAHRHEITSTAFEL

Die Wahrheitstafel einer (semi-)analytischen Relation nenne ich wie gesagt kurz ‘analytische
Wahrheitstafel’. Grundsétzlich sind hier die gleichen Unterscheidungen moglich wie bei der
synthetischen Wahrheitstafel. Ich nehme als Beispiel die Wahrheitstafel einer semi-
analytischen Relation, weil die aussagekriftiger ist, und zwar (X > Y) —> Y.

1) Normale Wahrheitstafel:
Zunichst die normale Wahrheitstafel von (X - Y) —> Y:
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X->Y) —Y
++ + + +
+ - - + -
-+ + + +
-4+ - - =

Es sind wieder vor allem 2 Moglichkeiten der Deutung zu unterscheiden: die konjunktive und
die implikative Interpretation der Wahrheitstafel.

2) Konjunktive (Deutung der) Wahrheitstafel
Bei einer Relation ® —— W wird aus der Konjunktion von Prdmisse (®) und Schluss-Satz
(V) auf die Gesamtrelation (® —— V) geschlossen. Generell ist die konjunktive Interpretati-
on aber bei jeder beliebigen Relation mdglich. Bei (X v Y) ™><" Y wird z. B. aus der Kon-
junktion von X v Y und Y auf (X v Y) "><"Y geschlossen (vgl. auch 1-1-0-3).

Die konjunktive Interpretation demonstriert folgende konjunktive Wahrheitstafel:

X=>Y)AY = X>Y)—Y

I. + + + + + X->Y) AY =2X->Y)—Y
2. - - - + + -(X=>Y)A Y =>2X->Y)—Y
3. + + + + + X-=>Y) AY =X->Y) —Y
4. + - — + - X->Y) A-Y = 4[(X>Y) —Y]

Grundsitzlich wiére zwar auch eine andere Kombination denkbar, ndmlich:—«(X —> Y) A Y.
Aber die ist kontradiktorisch und somit in der Wahrheitstafel nicht enthalten, die Wahrheitsta-
fel beriicksichtig eben nur die moglichen Kombinationen. Das ist bei der analytischen Wahr-
heitstafel anders als bei der synthetischen, bei der alle Kombinationen bzw. Welten vertreten
sind (wobei synthetisch allerdings alle Kombinationen méglich sind).

3) Implikative (Deutung der) Wahrheitstafel

Hier wird bei einer (semi)analytischen Relation ® —— ¥ aus der Pridmisse (@) auf den
Schluss-Satz (V) geschlossen. Es wird also gefragt: Wenn die Prdmisse (@) wahr ist, ist dann
auch der Schluss-Satz (W) wahr usw.? Diese Deutung ist nur bei implikativen Relationen (wie
—, <, <> u. 4.) relevant, dort aber besonders wichtig.

Bei (semi)analytischen Relationen ist es moglich, allein aus der Primisse (@) in gewissem
AusmalB auf den Schluss-Satz (W ) zu schlieBBen, anders als bei den synthetischen Relationen:
dort ist wie beschrieben ein Schluss nur moglich, wenn man die Gesamt-Relation ® — ¥ mit
beriicksichtigt.

Als Beispiel zunédchst wieder der semi-analytische Schluss (X ->Y) —> Y.

Imp(X—>Y) —Y

1. + + + X->Y)—Y
2. - + - —-X->Y) =Y
3. + + + X—->Y) —Y
4. + + - X->Y) — Y

In der 1. (bzw. 3.) und 4. Zeile hier wird einmal von X — Y auf Y und einmal auf —Y ge-
schlossen, somit konnen diese Schliisse nur partiell analytisch sein. Daher wird hier in der
Wahrheitstafel unter dem —— wieder = fiir ,,moglich* eingesetzt.

Es gilt:
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+ entspricht = tautologisch (notwendige Folge)
+ entspricht ——  semi-analytisch (mogliche Folge)
— (wére Kontradiktion, das kann hier unter dem Zentral-Relator nicht vorkommen)

4) Verstdrkte implikative Deutung der Wahrheitstafel

Hier wird noch beriicksichtigt, ob die Gesamtrelation (& —— W) wahr oder falsch ist. D. h.
es wird aus der Primisse @ und der Gesamtrelation ® —— ¥ auf die Konklusion ¥ ge-
schlossen. So ergeben sich in allen Féllen strenge Schliisse.

Nehmen wir als Beispiel zunédchst wieder den semi-analytischen Schluss (X > Y) —> Y.
Hier wird also noch die Gesamtrelation (X — Y) —— Y als Verstdrkung hinzugefiigt (oder
aus anderer Sicht wird die Prdmisse X — Y hinzugefiigt).

Die verstirkte implikative Wahrheitstafel mit simtlich tautologischen Relationen lautet:

Imp[(X—>Y) — Y] A X->Y)=Y

l. + + + + + [(X=>Y) — Y] A X>Y) =Y
2. + - - + - [(X>Y) — Y] A (X>Y) = Y
3. + + + + + (X>Y) — YA X>Y)=>Y
4. - - + + - —[(X>Y) —m YA X>Y) = Y

5) Funktionen der Wahrheitstafel

Die primdre Funktion der Wahrheitstafel ist, die Wahrheitsbedingungen einer Relation bzw.
eines Relators, eines Satzes oder einer Aussage aufzuzeigen. Dabei ist zu unterscheiden:

e konjunktive Wahrheitstafel: sie zeigt die Wahrheitsbedingungen des Gesamt-Satzes (z. B.

X —Y) auf, in Abhéngigkeit von der Konjunktion von Vorder-Satz (X) und Nach-Satz (Y).

o implikative Wahrheitstafel: sie zeigt (z. B. bei X — Y) die Wahrheitsbedingungen des
Nach-Satzes (Y) auf, in Abhédngigkeit vom Vorder-Satz (X).

o verstdirkte implikative Wahrheitstafel: sie zeigt (z. B. bei X — Y) die Wahrheitsbedingun-
gen des Nach-Satzes (Y) auf, in Abhéngigkeit vom Vorder-Satz (X) und von dem Gesamt-
Satz (X — Y).

Speziell die synthetische Wahrheitstafel hat noch folgende Funktionen:

Erstens dient die Wahrheitstafel dazu, die Relatoren zu definieren.

Zweitens erlaubt sie, fiir einen realen, empirischen Sachverhalt die treffende Relation zu
finden. Hat man z. B. den Sachverhalt bzw. die Menge von Sachverhalten X: ,,es regnet®, Y:
»die Strasse ist nass®, und untersucht, in welchen Kombinationen (die in der Wahrheitstafel
aufgefiihrt sind) diese Sachverhalte auftreten, wird man z. B. als zutreffende Relation heraus-
finden: ,,Es regnet — die Strasse ist nass*.

Speziell die analytische Wahrheitstafel hat folgende Aufgaben:

den logischen Zusammenhang zwischen zwei Relationen herauszufinden, also vor allem zu
priifen, ob

- eine Tautologie vorliegt (nur + unter dem Zentral-Relator)

- eine Kontradiktion vorliegt (nur — unter dem Zentral-Relator)

- eine semi-analytische Verbindung vorliegt (+ und — unter dem Zentral-Relator).

Ein Sonderfall ist wie beschrieben die implikative Wahrheitstafel, bei der auch + (fiir mogli-
cherweise wahr oder moglicherweise falsch) auftreten kann.
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2-1-1 Implikation

2-1-1-1 WAS IST EIN SCHLUSS ?

Was macht eine fautologische Implikation, also einen logischen Schluss wesentlich aus?
Hier greifen wir zuriick auf zwei bereits eingefiihrte Modelle (vgl. vor allem 0-4):

1) aussagen-logischer Ansatz

2) mengen-theoretischer Ansatz

Wir konnen dabei drei Aspekte des Schlusses, wie iiberhaupt einer Relation unterscheiden:
o Formulierung bzw. Formalisierung, entsprechend der Oberfldchenstruktur

e Bedeutung bzw. Definition, entsprechend der Tiefenstruktur

o Wahrheitsbedingungen bzw. Wahrheitstafel

Das erldutern wir anhand des folgenden Schlusses X A Y = Y mit seiner Wahrheitstafel:

XAY =Y
. + + +
2. - + -
3. - + +
4. - + -

1) aussagen-logischer Ansatz

Fiir die Aussagen-Logik ist prototypisch, dass sie wahrheitswert-funktional bestimmt ist. D. h.
die Wahrheit (oder Falschheit) eines Satzes ist eine Funktion der Wahrheit (oder Falschheit)
eines anderen Satzes bzw. mehrerer anderer Sitze. Dies bezeigt sich besonders bei der Impli-
kation bzw. dem Schluss: Z. B. ist bei X A Y = Y die Wahrheit von Y eine Funktion der
Wahrheit von X A Y. Aber diese Wahrheits-Funktionalitit gilt generell fiir die Aussagen-
Logik.

e Formulierung

Die primdre logische Formalisierung des Beispiel-Schlusses ist: X A Y = Y. Dem entspricht
die primdre sprachliche Formulierung, etwa ,wenn X und Y wabhr sind, dann ist auch Y wahr’
oder z. B. ,aus X und Y folgt Y’. Dies ist also eine implikative Sprechweise. Um den logi-
schen Schluss von einer synthetischen Implikation abzugrenzen, konnen wir strikter formulie-
ren: ,Wenn X und Y wahr sind, dann ist Y logisch notwendig wahr’. Logisch sind zwar auch
andere, dquivalente Formalisierungen moglich, z. B.: =((X A Y) A —=Y). Aber unter einem
Schluss versteht man immer eine Implikation und eine implikative Formulierung.

Oft wird auch indirekt definiert: Bei einem Schluss ist die Konklusion notwendig wabhr,
wenn die Prdamisse wahr ist; allerdings kann ein Schluss auch giiltig sein, wenn die Prdmisse
und die Konklusion falsch sind, daher ist dies nicht so aussagekréftig.

Allgemeine Formalisierung bzw. Formulierung eines Schlusses wire: ® = ¥, d. h.: ,Wenn
@ wahr ist, dann ist ¥ logisch notwendig wahr’.

e Bedeutung

Man kann zwar auch die eben gebrachten Formulierungen als Bedeutung des Schlusses auf-
fassen. Es lieBe sich aber die These vertreten, dass diese Formulierungen nur die Oberfldi-
chen-Struktur (Oberfldchen-Bedeutung) erfassen, die Tiefen-Struktur (Tiefen-Bedeutung) aber
anders zu bestimmen ist, ohne Verwendung der Implikation, dafiir aber durch explizite An-
filhrung aller méglichen Welten.
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Hierbei nimmt man Bezug auf die Wahrheitstafel, welche die Wahrheitsbedingungen angibt.
Ohnehin besteht eine enge Verbindung zwischen Bedeutung und Wahrheitsbedingungen.

Die Wabhrheitstafel wird, wie beschrieben, in erster Linie so, ndmlich konjunktiv, interpre-
tiert, dass man die Wahrheit einer Relation, damit auch eines Schlusses, durch die Wahr-
heitswerte seiner Glieder bestimmt; das sind beim Schluss die Prdmisse (hier X A Y) und die
Konklusion (hier Y). Diese Deutung erfasst alle Welten, in denen der Schluss wahr ist. Wir
konnen daher bestimmen: Ein logischer Schluss ist eine Implikation, die ihn allen Welten
wahr ist.

Wir konnen aber weiter alle moglichen Konjunktionen aus Prdmisse und Konklusion dis-
Jjunktiv zusammenfassen, gemal der Definition (wie sie im Abschnitt {iber die Wahrheitstafel
eingefiihrt wurde). Dann erhalten wir:

XAY=Y] © [XAY)AY] V[ (XAY)ASY]V[-(XAY)AY]
Die 4. Moglichkeit (4. Zeile der Wahrheitstafel) braucht nicht gesondert aufgefiihrt werden,
sie entspricht der 2. Zeile.

Ein logischer Schluss ist demnach die Disjunktion aller Welten, in denen der Schluss wahr
ist, also der Welten, die ihn logisch implizieren; dies konnen wir als tiefen-strukturelle Bedeu-
tung eines Schlusses bezeichnen. Diese Definition entspricht der Definition einer syntheti-
schen Relation bzw. eines Relators. (Ein Problem ist hier, dass eine Tautologie aus jeder be-
liebigen Relation logisch folgt, aber das sei vernachlissigt.)

Allgemein konnen wir hier bestimmen: die Tiefenbedeutung des Schlusses ® = ¥ ist:

(@ AY)V (D AY) vV (—DPA =¥). Aber dies ist natiirlich nicht die primdre Lesart des
Schlusses ® = Y.

e Wahrheitsbedingungen
Der wahrheits-funktionale Ansatz der Aussagen-Logik kommt vorrangig bei der Wahrheitsta-
fel zum tragen, wo eben der Wahrheitswert der Relation fiir jede Welt festgelegt wird.

In erster Linie versteht man dabei unter wahrheitswert-funktional die konjunktive Deutung
der Wahrheits-Tafel, bei der die Wahrheit von @ = ¥ als Funktion der Konjunktion der Va-
riablen @ und ¥ definiert wird. Wahrheitswert-funktional ist aber auch die implikative Deu-
tung von ® = P, bei der die Wahrheit von ¥ als Funktion der Wahrheit von @ gefasst wird.

In unserem Beispiel X A' Y = Y ergeben sich bei konjunktiver Deutung folgende Wahr-
heitsbedingungen, die den Zeilen der Wahrheitstafel entsprechen (2. Bedingung = der 4.).

XAY =Y
I. + + + [(XAY)AY] = [XAY = Y]
2. - + - [(XAY)A=Y] = [XAY = Y]
3. - + + [(XAY)AY] = [XAY = Y]
4. - + - [(XAY)A=Y] = [XAY = Y]

Kennzeichnend fiir einen Schluss, iiberhaupt fiir eine Tautologie ist, dass er/sie unter allen
Bedingungen, d. h. aber in allen Welten wahr ist, also nur + unter dem Zentral-Relator auftritt.
(zur Einschrinkung vgl. Bedeutung). Konnte man die Konjunktion dieser Wahrheitsbedin-
gungen auch als Form der Bedeutung von X A'Y = Y verstehen? In diesem Fall wire das
denkbar, denn die Konjunktion von 4 Tautologien ergibt wieder eine Tautologie, und jede
Tautologie ist jeder anderen Tautologie dquivalent, also auch X A Y = Y. Anders wire es
aber bei einem semi-analytischen Satz wie z. B. (X — Y) —— Y; hier ergibt sich keine A-
quivalenz mit der Konjunktion der Wahrheitsbedingungen. Trotz ihrer engen Beziehung sollte
man aber Bedeutung und Wahrheitsbedingungen grundsatzlich nicht identifizieren.

Allgemein wiren die (konjunktiven) Wahrheitsbedingungen eines aussagen-logischen
Schlusses ® = ¥ dann wie folgt zu fassen:
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DPAY) =2 (DP=2Y), " DAY) =2 (O=2Y),(PDA-Y) = (P =Y)
Nur @ A -V darf nicht als Prdmisse moglich sein, denn dann wére ® = ¥ kein strenger
Schluss. (Allerdings ist generell eine Tautologie ® = ¥ bei jeder Bedingung giiltig.)
Der aussagen-logische, funktionale Ansatz ist zwar korrekt, aber wenig anschaulich und
eindriicklich, man hat nicht den Eindruck, so wirklich zu verstehen, was einen Schluss aus-
macht. Schauen wir, wie das im mengen-theoretischen Modell aussieht.

2) mengen-theoretischer Ansatz

Ich mochte mich bei dem mengen-theoretischem Ansatz nur auf das Thema Bedeutung bzw.
Tiefen-Bedeutung fokussieren. Mengen-theoretische Formalisierungen von Schliissen sind
ungewohnlich, und die Wahrheitstafel spielt in der Mengen-Theorie normalerweise eben ge-
rade keine Bedeutung, weil dieser Ansatz nicht wahrheits-funktional ist.

Mengen-theoretisch kdnnte man als Bedeutung des Schlusses X A Y = Y formulieren: Y ist
logisch gesehen Teilmenge von X A'Y.

Hier gilt im Einzelnen:

— Bei einem Schluss ist die Konklusion (Schluss-Satz) bereits in der Pramisse enthalten.

— Genauer: Bei einem Schluss ist die /nformation der Konklusion in der Information der Pra-
misse enthalten.

— Bzw.: Bei einem Schluss ist die Information der Konklusion eine Tei/lmenge der Informati-
on der Pramisse.

— Definition: Ein Schluss ist eine Implikation, bei der die Information der Konklusion bereits
in der Information der Pramisse enthalten ist.

Dies ist andererseits ja auch die primdre Definition von analytisch: dass das Nachglied
schon im Vorderglied enthalten ist.

Dies ist bei dem Schluss X A Y = Y besonders augenfillig: Y ist bereits in X A Y enthal-
ten. Allerdings ist z. B. bei dem Schluss X = X v Y die Konklusion X v Y logisch genauso
in der Pramisse X enthalten (obwohl das optisch anders aussieht). Entscheidend fiir den Be-
stimmung des Informationsgehaltes einer aussagen-logischen Relation ist die Menge der Wel-
ten, in denen die Relation ungiiltig ( —) ist.

Im obigen Beispiel X A Y = Y ist laut Wahrheitstafel die Prdmisse in der 2., 3. und 4.
Zeile bzw. Welt ungiiltig (wobei die 2. Welt und die 4. Welt iibereinstimmen, die Detailun-
terschiede sind hier nicht relevant). Die Konklusion Y ist dagegen nur in der 2. und 4. Welt
ungiiltig. Insofern ist die Menge der Welten, in den Y ungiiltig ist, ein Teilmenge der Welten,
in denen X A Y ungiiltig ist. Anders gesagt, der Informationsgehalt von Y ist eine Teilmenge
des Information von X A Y. Wir werden spiter sehen, dass dies auch fiir guantoren-logische
und quantitative Schliisse gilt. Hier nur ein Beispiel aus der Quantoren-Logik: ,,alle Men-
schen sind sterblich = (mindestens) einige Menschen sind sterblich®. Was fiir die Klasse gilt,
gilt auch fiir eine Teilklasse, es geht wieder um eine Teilinformation.

Mit Begriffen der Informationstheorie kann man auch sagen: Ein logischer Schluss ist re-
dundant — oder spezifischer: Beim Schluss ist die Konklusion in Bezug auf die Pramisse re-
dundant. Nun muss man damit allerdings vorsichtig sein, denn dies klingt so, als sei ein
Schluss gewissermallen iiberfliissig.

Schliisse bringen fiir uns aber durchaus neue Erkenntnisse, z. B. ist es eine neue Erkenntnis,
dass gilt (X AY) = (X —>Y), also dass X — Y aus X A Y folgt. Wir kniipfen hier an die
Ausfiihrungen in Kapitel 0 an liber Extension und Intension.

Um den Gedankengang klarer zu fassen, nehmen wir uns als Beispiel eine logische Aquiva-
lenz <> anstatt einer logischen Implikation =, z. B. X A Y <> —(—X v —Y). Die Aquivalenz
ist ein Doppelschluss: [X AY = (=X Vv aY)| A [XAY < (=X v —Y)]. Die Bedeu-
tung von X A'Y und —(—X v —Y), die Intension, aber auch die Extension, ist ungleich; nur
die objektive Extension (auf die man sich normalerweise aber nicht bezieht) ist gleich. D. h.
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wenn wir jemand erkldren, dass X A Y und —(—X v —Y) logisch dquivalent sind, wird das
fiir ihn durchaus eine ,,Information® sein, es sei denn, er ist eben logisch vorgebildet. Nur
wenn wir einen streng logischen Informationsbegriff verwenden, der sich nur auf die Wahr-
heitstafeln bezieht, enthalten diese beiden Ausdriicke genau dieselbe Information.

Noch einmal zuriick zum Schluss: Auch wenn wir uns auf den strengen Informations-
Begriff beziehen, kann ein Schluss fiir uns eine neue Erkenntnis bringen. Denn wir vermdgen
oft (subjektiv) in einer Gesamt-Information nicht die fiir uns relevante Teil-Information zu
erkennen; erst wenn wir sie logisch ableiten, isolieren, wird sie uns bewusst. Darauf verweist
auch der Begriff der Deduktion, der logischen Ableitung.

Beim Schluss besteht somit ein inhaltlicher Zusammenhang zwischen Pramisse und Kon-
klusion. Wie beschrieben vor allem in dem Sinne, dass hier eine logische Abhingigkeit gege-
ben ist, die mengen-theoretisch betrachtet mit dem Verhéltnis Ganzes — Teil, also mit Enthal-
tensein bzw. Umfassen zu tun hat (es geht nicht um Kausalitdt o. &.).

Allerdings muss beim Schluss von einer Tautologie auf eine andere Tautologie kein inhaltli-
cher Zusammenhang bestehen, z. B. (X = X) = (Y = Y); entsprechendes gilt fiir einen
Schluss mit einer Kontradiktion als Pramisse. Aber auch das ldsst sich mit der Informations-
theorie erkliren: Eine Tautologie ist beziiglich der Information eine leere Menge, denn sie
enthdlt unter dem Zentral-Relator kein —. Eine leere Menge ist aber Teilmenge jeder beliebi-
gen Menge. So erklart sich, dass die Tautologie aus jeder beliebigen Relation folgt, ihre In-
formation (,,0-Information®) ist eben in der Information jeder anderen Relation enthalten.

Umgekehrt die Kontradiktion: Sie enthilt die ,,fotale Information®, weil bei ihr unter dem
Zentral-Relator nur — vorkommt. So folgt aus ihr logisch jede mogliche Relation, weil deren
Information mit Sicherheit Teilmenge der Total-Information der Kontradiktion ist.

2-1-1-2 TAUTOLOGIE
Man kann bei der analytischen Implikation zweierlei behandeln:

e Gesetze der Implikation, z. B.: (X > Y) & (=X « —Y)

e Gesetze, in denen eine analytische Implikation vollzogen wird, z. B.. X AY = Y
Im ersten Beispiel geht es um eine analytische Aquivalenz, aber zwischen Implikationen. Im
zweiten Fall geht es zwar um eine analytische Implikation, aber auf der Basis einer Konjunk-
tion. Beides kommt zusammen z. B. in: (X - Y) = (X = X).

Generell gilt:
e Die Implikation ist immer giiltig, wenn das Vorderglied ungiiltig ist: — = ...
¢ Die Implikation ist immer giiltig, wenn das Nachglied giiltig ist: >+
e Natiirlich kann das auch zusammenkommen, namlich: -=+
Zusammenfassend haben wir also 3 Fille: — = —, — =+, + =+
So ergibt sich z. B.:
= = = =

———= ———+ ——++ —+++ +4++

Anders gesagt: Die Implikation ist nur dann ungiiltig, wenn das Vorderglied giiltig und das
Nachglied ungiiltig ist. (Im Systematik-Teil wird das im Einzelnen dargestellt.)
Ein Beispiel fiir die Wahrheitstafel einer Implikations-Tautologie ist:

X>Y)AX =Y
+ +4+ + + + +
- ++ - - + +
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Wichtige Gesetze, eine Auswabhl:

e | Variable:
Reflexivitat X =X

Reductio ad absurdum X > =X = =X (es giltauch <)

o 2 Variablen:
Modus (ponendo) ponens (X—>Y) A X = Y

Modus tollendo tollens X>Y) A Y =X
Modus ponendo tollens X><Y)AX = =Y

Modus tollendo ponens X><Y)A"—X=>Y
XvYY)A—X=Y

Abtrennungs-Regel XAY=2VY.XAY =X
Simplifikations-Regel XY =>X->Y
Paradoxie X =>X-Y

e 3 Variablen:

Transitivitét X>Y)A(Y>oZ2) = X>Z
X>YV)A (Y >-2) = X->-Z
XeoV)VAYeZ) = XoZ

2-1-1-3 KONTRADIKTION UND NEGATION
Eine Implikation kann nur dann kontradiktorisch sein, wenn das Vorderglied eine Tautologie
und das Nachglied eine Kontradiktion ist.

Tautologie # Kontradiktion
In diesem Fall ist also die analytische Gesamt-Relation bereits aus zwei analytischen Relatio-
nen zusammengesetzt, z. B.:

XV X)X A =X)
+ — —
+ — —
+ — —
+ j— j—
Diese scharfe Forderung bedingt, dass Folgen, die man eigentlich fiir kontradiktorisch halten
miisste, es doch nicht sind, z. B.:
X->Y)— X>Y):—+—-
-X->2Y)— X>Y): +—++
Wenn man also aus der Implikation auf ihre Negation schliefft (und umgekehrt), ergibt sich
keine Kontradiktion, sondern nur eine semi-analytische Relation. Und obwohl die beiden obi-
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gen Relationen logisch gleichwertig sind, hat der eine Schluss 3+, der andere nur 1+. Das ist
von unserem normalen Sprach- und Logikverstindnis her wenig plausibel.
Wohl noch problematischer ist, dass auch folgende Schliisse nicht kontradiktorisch sind:
X—> =X: ——++
X—>X: ++-——
Nun konnte man allerdings einwenden:
Um ein nicht-Folgen bzw. sich AusschlieBen bei der Implikation auszudriicken, benotigt man
gar nicht die kontradiktorische Implikation, sondern es geniigt z. B. die Negation.

Ich will daher eine Ubersicht iiber die wichtigsten Negationen bei der Implikation geben:
¢ Kontradiktion @ # ¥
Es gilt die Kontraposition: =@ < —¥

Analytisch, z. B.: (X 'V =X) # (X A" = X)
Synthetisch und semi-analytisch: nicht definiert
Eine Kontradiktion, aber der Negation, ist: — (® = V)

¢ Kontriare Negation: ® — —¥

® — V¥ definiert die Exklusion @ |\, es gilt also: ® > =¥ < O | VY.
Somit entspricht ® — =¥ dem kontrdren Gegensatz zwischen @ und Y.
Es gilt die Kontraposition: (O - —%¥) < (—® « V)

Synthetisch: X—>-Y —++4)
Analytisch, Beispiel: X><Y)=> (X AY) (—++-) = (—+++)
Semi-analytisch, Beispiel: X vY — —X +++-) —> (——++)

Der negative analytische Schluss @ = =¥ darf nicht mit der Kontradiktion verwechselt wer-
den.

Es bleibt die Frage, wie man die kontrare Negation interpretiert:

@ impliziert nicht Y. Oder: ® impliziert nicht ¥. Vermutlich gilt das zweite. Denn ,,® impli-
ziert nicht W* entspricht eher —(® — V).

¢ Doppelte Negation: ® — —— ¥

Die doppelte Negation hebt sich auf, somit gilt: (® - ——¥) < (® > V)
Synthetisch: (X - ——=Y) & (X—>Y)
Analytisch, Beispiel: (X = ——X) & (X=Y)
Semi-analytisch, Beispiel: ( X VY — ——Y) & XvY—Y)

e Zweifache Negation: (® - —¥) A (=D — P)
(® > —¥) A (—D —> W) definiert die Kontravalenz ® >< P,
es gilt also: [(® > —¥Y) A (D > V)] & (D >< V).
So entspricht (® — —¥) A (—=® — V) dem kontradiktorischen Gegensatz zwischen ® und Y.
Es gilt die Kontraposition: [(® - —¥) A (=® — V)] < [(—D « ¥) A (O < =P)].
Synthetisch: (X—> = Y) A (=X > Y): (—++-)
(die Konjunktion der Pramissen ist allerdings nicht mehr synthetisch)
Analytisch, Beispiel : [XAY) = —=(X|Y)] A" [-(XAY)= (X|Y)] ?2?
Semi-analytisch, Beispiel: (XvY —> -Y) A" (=(XVvY)—>Y)

¢ Ganze Negation —(® — V)
—(® — W) definiert ® >— ¥ bzw. ©® A Y.
—(® — V) ist der kontradiktorische Gegensatz von ® — ¥, also (® — ¥) ><" —(® — ¥).
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Synthetisch: —-X-Y) (=+--)
Analytisch: = (X=X) (-——-)

NIXTV X)X A 2X)] F++D)
Semi-analytisch: "= (Xv Y—>Y) (——+-)

Es gilt: —(synthetisch) = synthetisch, —(semi-analytisch) = semi-analytisch,
—(tautologisch) = kontradiktorisch, —(kontradiktorisch) = tautologisch
Eine Variante ist =(® — —'V).

¢ Negative Folge: ® = -V
Eigentlich handelt es sich hier nur um die analytische Form der kontrdren Negation: ® = —¥
(vgl. dort). Wegen der besonderen Bedeutung will ich sie aber auch gesondert auffiihren.
Analytisch, z. B.: X><Y = (X AY)
Synthetisch und semi-analytisch: nicht definiert
Da die Kontradiktion bei der normalen Implikation extrem eingeschrinkt und damit fast un-
brauchbar ist, spielt die Folge mit Negation als Alternative eine wichtige Rolle.

e Negation des strengen Schlusses: ® ——= ¥

® —= ¥ soll bedeuten: ®@ impliziert nicht streng (tautologisch) ¥, sondern nur partiell.

Y folgt daher nicht notwendig aus ©.

® —= ¥ kann somit fiir ® — ¥ stehen.

® —= ¥ darf man nicht gleichsetzen mit — (X = X), das ist ja eine Kontradiktion.

® —= Y kann man keine eindeutige Wahrheitstafel zuordnen, sondern nur sagen: die Wahr-
heitstafel enthélt nicht ausschlieBlich + und nicht ausschlieBlich —.

Man braucht die Notation ® —=> ¥ nicht unbedingt, aber sie kann pragmatisch niitzlich
sein, um eben — sofort optisch erkennbar — hervorzuheben, dass ein Schluss keine Tautologie
ist.

Es bleibt zu fragen, ob man auch eine Negation des partiellen Schlusses ® — —— ¥ anset-
zen sollte. Aber die Negation einer partiellen Schlussfolgerung fiihrte zu einem synthetischen
Satz. Letztlich scheint mir diese Negation zu unklar fiir eine Verwendung.

Die wichtigsten Beziehungen dieser Negationen seien durch ein Diagramm veranschaulicht.

oY -—-—--) Kontradiktion
y

-(X->Y) -+--) Ganze Negation
U

X=>-Y)A(=X->Y) -++-) Zweifache Negation
J

X—>-Y —+++) Kontrire Negation
U

O =Y ++++) Negative Folge
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AbschlieBend sei erwihnt, dass bei der Positiv-Implikation die Verhiltnisse einfacher sind,
wie noch gezeigt werden wird.

2-1-1-4 SEMI-ANALYTISCHE IMPLIKATION
Semi-analytische Relationen konnen unterschiedlich nahe an der Tautologie oder Kontradik-
tion stehen.

XvY —>Y +—-+4+)

XvY — XAY (+—--1)

XY — XAY (+---)

Man kdnnte unterscheiden zwischen:

e unechten semi-analytischen Schliissen

z.B.XvY —> X A Y. Unecht, denn der umgekehrte Schluss, die Replikation, ist ein
streng analytischer Schluss: XvY < XAY

e echten semi-analytischen Schliissen
zZB. XAY — XASY (—++4)

Hier ist die Replikation auch eine semi-analytische Folge:
XAY «— XA=Y (+—++)

e scheinbaren semi-analytischen Schliissen

zB.X]Y— XLY(+-++)
Der Schluss hat also den Wahrheitsverlauf einer semi-analytischen Relation. Wenn man aber
X JY und X LY in einer Wahrheitstafel gegeniiberstellt, erhdlt man auch alle méglichen
Kombinationen, also + +, + —, — +, — —, wie die nachfolgende Wahrheitstafel zeigt.

XJly— XLy

+ o+ o+
+ - —
-+ o+
-4

Das liegt daran, dass X | Y und X LY nur Pseudo-Relationen sind, sie entsprechen nimlich
genau den Variablen X bzw. Y: X 1Y © Xund XLY< Y.D.h., Xund Y in X ] Y und
ebenso X LY sind logisch voneinander unabhdngig. Somit entspricht die semi-analytische
Relation X | Y —> XLY genau dem synthetischen X — Y.

Dieses Phinomen betrifft allerdings nicht nur den Implikations-Relator —, sondern jeden
beliebigen Relator, z. B. (X 1Y A XLY) © XAY).

Wenn man betonen will, dass keine strenge logische Folge vorliegt, kann man, wie schon an-
gemerkt, auch — = (statt ——) schreiben, z. B.:

X>Y = X« Y.
Lies: ,,X — Y impliziert nicht streng logisch X <— Y*.

Ubersicht
Ich will hier noch einmal eine Ubersicht iiber die Implikation geben, einschlieBlich der syn-
thetischen Implikation:
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1. synthetisch
e positiv: X > Y
e negativ: X —»> —Y
e zweifach negativ: (X - =Y) A (=X > Y)
e ganz negiert: (X — Y)

2. analytisch: tautologisch
epositiv: D =V, z.B.XAY =Y
enegativ: ® = ¥, z. B.: X><Y = —(XAY)
e zweifach negativ: (® = —¥) ‘A" (=D = ),
zZBi[(XAY)= =X |Y)] AN [-(XAY)= (X ]Y)]
e ganz negiert: — (® = V), das ist dquivalent: ® # ¥
d. h. durch Negation einer Tautologie ergibt sich eine Kontradiktion

3. analytisch: kontradiktorisch
positiv:® » ¥,z B.: X'V =X)& (Y A =Y)
negativ: ® £ —¥, z. B. (X v =X) & —(Y v 1Y)
zweifach negativ : (O # —¥) A (=D » V)

ganz negiert: '— (@ # W), das ist dquivalent ® =¥
d. h. durch Negation der ganzen Kontradiktion ergibt sich eine Tautologie

4. semi-analytisch
positiv: ® ——> ¥, z.B.: XvY—Y
negativ: ® — =¥, z. B. XvY— Y
zweifach negativ: (O — —¥) A (—® — V)
ganz negiert: -«(® —> ¥),z. B. -(XvY—Y)
durch Negation eines partiellen Schlusses ergibt sich wieder ein partieller Schluss

Zum Schluss eine Ubersicht iiber alle (semi)analytische Verbindungen des Implikators —:

1. 2. 13. 4. |5.|6. (7. 8. |9. |10.|11.|12.]13.]14.|15.]|16.

- |T | sl Jola |l ><|T |>=]] |=<|v |K
LT |T |v |« ] sl Jea | I><]|T [>=]|] |=<|Vv |K
2 v T T || |o|slolo[ [ [T T[T |1 |V |V
3.(—T\/T\/_)|__)|_ |><|><—| _<—|_<
4 T T |T|T |5l > T T
5. |5IT |v || |T |v [«]] |><|__<|><|__<
6. |L IT |T ||« |T|T ||| || |T [T [><i><|T |T
7. ||T |v [T |v [T |v T v [ [><[] [><|] [><|] [><
8. AT T (T (T T T (T (T (/1 1111111111
9011 IT [v |« |l |5l oA |T v |«|] |51 |oa
10.1><YT |T |« |« | [o|eoeo|T [T |« |« o> oo
1. |IT |v [T |v ||l ||l |[T|v [T |v ||l |[»>]L
12.|>-|T |[T |T |T || |>|=>|T |T T |IT |5|>|>|>
BT T |v ||l [T v ||l [T v |«|] [T |v |[«]]
14.|—<]|T |T |« |« |T |T |« |« |T |T |« |« |T |T |« |«
15.\vIT |[v [T |v IT|v IT|v IT |v IT |v IT |v |T |v
16.\K T (T |\T |\T |\T T |T |T |T |T |T |T |T |T |T |T
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Diese Tabelle gibt alle analytischen oder semi-analytischen moglichen Implikationen an. Die
Relation in der Tabelle gibt dann an, welchem Relator bzw. welcher synthetischen Relation
die (semi)analytische Implikation entspricht: T = Tautologie, K = Kontradiktion.

Die Tabelle ist folgendermaBlen zu lesen (erst linke Nummer, dann rechte Nummer):
z.B.2.3. [XVvY)— X« V)] X«Y)
z.B. 715 [XeY)— XVY)]e X]Y)
Es ist interessant, wie viele Symmetrien die Tabelle enthilt.

2-1-1-5 REPLIKATION UND AQUIVALENZ
Fiir die Replikation sind nicht viele Gesetze ausgewiesen, allerdings kann man die umgekehr-
ten Gesetze der Implikation verwenden.

Gesetze der Replikation
X <X

X«<Y)<= X

X«<Y)e= XAY

XVvY)<= XAY

X&e X«<Y)AY

Fiir die Aquivalenz sind viele Gesetze ausgewiesen, hier nur eine kleine Auswahl:

Gesetze der Aquivalenz
Reflexivitit der Aquivalenz X < X

Definition der Aquivalenz (X< Y) © X=>Y)A (X<« Y)
Kontraposition Implikation X —>Y < (=X« —Y)
Kontraposition Aquivalenz X <Y < (=X <> —Y)

De Morgan XAY © =(—XvaY)

Vertauschungsgesetz XAY © YAX

2-1-2 Positiv-Implikation

Die analytischen Eigenschaften der Positiv-Implikation sind recht komplex bzw. kompliziert,
daher habe ich auch noch keine vollstindige der Theorie der (analytischen) Positiv-
Implikation entwickelt, hier steht noch Forschungsarbeit aus. Fiir die Positiv-Implikation er-
geben sich z. T. die gleichen, z. T. aber auch andere Gesetze wie fiir die klassische Implikati-
on.
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Es lassen sich 2 Modelle der (analytischen) Positiv-Implikation unterscheiden. Ich nenne
sie: Existenz-Modell und Nicht-Existenz-Modell.
o Existenz-Modell
Hier gilt: (X *> Y) *<& (X *> 1Y)
Bzw.: (X *—> —Y) *& (X *>Y)
e Nicht-Existenz-Modell
Hier gelten die obigen tautologischen Aquivalenzen nicht, sondern nur die semi-analytische
Aquivalenzen bzw. analytische Implikationen:
Néamlich: (X *> Y) *¢«— (X *—> =Y).Oder: (X*>Y) *= (X *> 1Y)
Bzw.: (X *—> —Y) *«—> =(X*>Y) Oder: (X*> YY) *= (X *>Y)

Existenz meint in diesem Fall: Aus der Negation von X *— —Y folgt logisch X *— Y und
daraus folgt X. Somit ist die Existenz von X gewdhrleistet. Bei dem Nicht-Existenz-Modell ist
das beides nicht gegeben. Allerdings gilt der Schluss auf X nicht aussagen-logisch, sondern
nur quantoren-logisch bzw. quantitativ (denn es gilt nur p > 0, nicht p = 1).

Ich werde hier das Existenz-Modell vorstellen. Im Punkt 2-4, {iber quantitative Aussagen-
Logik, werde ich auch das Nicht-Existenz-Modell vorstellen und die beiden Modelle mitein-
ander vergleichen (was auch mit unterschiedlichen Wahrheitstafeln verbunden ist). Denn nur
im quantitativen Ansatz ist eine verstindliche Unterscheidung der beiden Modelle moglich.

2-1-2-1 TAUTOLOGIE

Es gelten z. B. folgende Gesetze:
X *= X
X AY *= Y
X*>Y)A X *=> Y

Der Schluss Modus ponens: (X *—>Y) A X *= Y soll genauer erklirt werden.
Zunichst Beweis durch verkiirzte Wahrheitstafel:

X*>Y)A X *=> Y
+ + + + + + +
+ - - - +

Die Liicke in der Wahrheitstafel ergibt sich, weil unter der Konjunktion A in der 2. Zeile ein
Minus (—) steht, so dass eben bei der Positiv-Implikation kein Wert daraus folgt. Denn die
Positiv-Implikation ist ja nur fiir die Félle definiert, in denen das Vorderglied giiltig (+) ist;
sonst wird bei der verkiirzten Wahrheitstafel eine Liicke gelassen (vgl. aber unten).

Verwendet man die vollstindige Wahrheitstafel mit [, ergibt sich keine Liicke. Grundsatz-
lich ist die vollstandige Wahrheitstafel vorzuziehen, auch wenn sie optisch uniibersichtlicher
ist; in bestimmten Féllen konnen sich bei der verkiirzten Wahrheitstafel Fehler bzw. nicht
entscheidbare Wahrheitswerte ergeben.

Modus ponens: vollstindige Wahrheitstafel:

X*>Y) A X *=> Y
+ + + + + + 4+
+ - - =+ 0 =
- 0+ -- 0 +
- [0 - = - [ =
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Wie schon in erldutert: Wenn links von *— ein Minus (—) in der Wahrheitstafel unter dem
Relator steht, dann gilt *— als nicht definiert und erhélt in dieser Zeile ein [.

Definition einer Tautologie der Positiv-Implikation: Eine Positiv-Implikation, bei der syn-
taktisch gesprochen rechts und links von *— ganz oder teilweise gleiche Zeichen stehen, und
bei der aufBer + nur [ unter dem Zentral-Relator steht, gilt als analytisch und wird mit dem
Doppelpfeil *= gekennzeichnet. Dies im Unterschied zur normalen analytischen Implikati-
on, bei der in der Wahrheitstafel nur + vorkommt.

Es stellt sich die Frage, inwieweit sich Positiv-Relationen mit anderen Relatoren verkniipfen
lassen. Verwendet man die verkiirzte Wahrheitstafel, so ist das nicht besonders problematisch,
da in dieser Wahrheitstafel nur + (entsprechend w = wahr) und — (entsprechend f = falsch)
vorkommen, fiir welche die normalen Relatoren definiert sind. Verwendet man dagegen die
vollstindige Wahrheitstafel der Positiv-Implikation, dann treten dort Zeichen wie [ auf. Zu-
ndchst ist das Zeichen [] fiir ,,nicht definiert” (und auch das noch einzufiihrende Zeichen ,?’ =
unbestimmt) nur fiir die Positiv-Implikation bzw. Positiv-Replikation/Positiv-Aquivalenz de-
finiert. In bestimmten Féllen sind aber auch bei anderen Relatoren wie —, A, v usw. Ver-
kniipfungen mit [| moglich. Z. B. weill man bei der normalen Implikation, dass sie immer
giiltig ist, wenn links — (minus) steht, sie muss also auch giiltig sein, wenn links — (minus)
und rechts [ steht. Oder die Konjunktion ist immer ungiiltig, wenn ein — (minus) steht, d. h.
sie muss auch ungiiltig sein, wenn — und [] kombiniert sind.

Dieser Fall ist bei der obigen Wahrheitstafel von (X *—> Y) A X *= Y gegeben. Die
Reihe unter A kann man im obigen Beispiel vollstindig ausfiillen, obwohl 2x links [ steht.
Denn rechts steht dort jeweils minus (—), und die Konjunktion ist ja immer negativ, auch
wenn nur ein Minus da steht.

AbschlieBend noch die Wahrheitstafeln fiir die beiden anderen anfangs genannten Tautolo-
gien:

X*= X
+ + +
+ + +
_D_
_D_
X AY *=> Y
+++ + +
+-- 0 -
- —+ 0O +
- - — [_

2-1-2-2 KONTRADIKTION
Fiir die Positiv-Implikation gibt es folgende 3 Moglichkeiten der Kontradiktion:

e Tautologie *# Kontradiktion: ORI
e Position *# Negation: O *£H -0
e Relation *# negative Folge: O *» ¥

Dabei ist vorab zu sagen:
Die Positiv-Implikation ist kontradiktorisch, wenn unter dem Zentral-Relator
auBBer — (ungiiltig) nur [] (nicht definiert) steht.

Entsprechend war ja die Tautologie der Positiv-Implikation bestimmt worden:
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Die Positiv-Implikation ist tautologisch, wenn unter dem Zentral-Relator
auller + (giiltig) nur [] (nicht definiert) steht.

Dabei ist festzuhalten: Aus der Negation von [ | folgt wiederum [ . D. h. in der Wahrheitstafel:
wenn @ *— ¥, dann —(® *— V)

] [
e Tautologie *# Kontradiktion
MOMELETS O

zB. X'V =X)*£ (X A =X)
Dies entspricht der Kontradiktion bei der normalen Implikation und ist nicht weiter erkla-
rungsbediirftig.

e Position *# Negation

D * —|(I), z.B.: X*» =X
Die Positiv-Implikation ist also nicht nur kontradiktorisch, wenn das Vorderglied tautologisch
und das Nachglied kontradiktorisch ist. Sondern auch, wenn das Nachglied die Negation des
Vorderglieds bedeutet.

Ebenso ist die Umkehrung kontradiktorisch, also: —=® *# @.
Somit ergeben sich z. B. folgende Unterschiede zur normalen Implikation:

Normale Implikation Positiv-Implikation (Kontradiktionen)
X— X ——++ X*p Xo ==L
X—X: ++-- - X*» X: Ol --
X>Y)—X->Y):—+—- X*>Y)*» (X *>Y): -0
-X>2Y) — X ->Y): +-++ —-(X*>Y)*» X *>Y): U-00

Das heiBt, bei der normalen Implikation gilt: Wenn X sein kontradiktorisches Gegenteil =X
impliziert, dann ist diese Implikation nicht kontradiktorisch. Fiir das Umgekehrte gilt das
Gleiche. Dagegen ist bei der Positiv-Implikation der Schluss von X auf —X kontradiktorisch.
Diese Bestimmung der Positiv-Implikation entspricht viel mehr unserer Intuition und unserem
Sprachverstidndnis als die Verhéltnisse bei der normalen Implikation.
Ein weiter wesentlicher Unterschied zwischen der normalen Implikation und der Positiv-
Implikation ist:
Bei der normalen Implikation ist aus der Kontradiktion alles abzuleiten:
———— = alles
Bei der Positiv-Implikation ist aus der Kontradiktion nichts abzuleiten:
———— *—— nichts
Denn die Positiv-Implikation ist in diesem Fall vollstindig undefiniert, sie hat also nur unde-
finierte Felder, d. h. man bekommt immer einen Wahrheitsverlauf [ (][] .
Denn aus — (ungiiltig) folgt ja bei der Positiv-Implikation immer [ : nicht definiert (aufler
bei einem modifizierten Modell der Positiv-Implikation, auf das ich spéter eingehe).

Es seien jetzt einige Beispiele fiir Kontradiktion der Form Position *# Negation anhand
von Wahrheitstafeln veranschaulicht:
Zunéchst der Fall, dass nur der Zentral-Relator eine Positiv-Implikation ist:
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X->Y) *+ =X > YY)

+ 4+ 4+ - -+ + 4+
+ - -0 +4+ - -
-+ 4+ - —-—- + +
-y - - 4

Jetzt der Fall, dass alle vorkommenden Relatoren Positiv-Implikationen sind:
X*>Y) *» (X *> YY)

+ + + - —+ + +
+ - - 0O 4+4+ - -
- U0+ 0O - o +
- og- 0o o- 0O -
Auch das Umgekehrte gilt:

~(X*5Y) *5 (X *5 Y)
-+ ++ 0O + + +
+ - - - + - -
- O+ O - 0O +
- 0O- O - O -

OO0+

Ebenso ist bei der Positiv-Implikation X *# —X bzw. —X *# X kontradiktorisch.

X *# —X
+ - -4
+ - -+
— [ +-
— [l +—-

Man kann auch einen Schluss aufstellen, bei dem die Negation nicht sofort sichtbar ist, weil
der Relator durch dessen kontradiktorisches Gegenteil ausgetauscht ist:

X><Y *» XY
- 0+
+ — —

+

- 0+

Bei all diesen Beispielen gilt {ibrigens nicht nur die Kontradiktion der Positiv-Implikation
*# , sondern auch der Positiv-Aquivalenz *<>, also z. B.:

(X><Y) *& (X Y), allgemein: © *<» —@.
Aber die Positiv-Aquivalenz ist noch komplizierter darzustellen, und da es fiir unsere Zwecke
reicht, die Positiv-Implikation darzustellen, belasse ich es dabei.

e Relation *# (negative) Folge: @ *# —¥ bzw. @ *#» ¥

Es gibt aber noch eine dritte Form der Kontradiktion, die noch weniger Voraussetzungen hat.
Hier liegt also eine Kontradiktion vor, obwohl ® und (—)¥ nicht d4quivalent sind.

Wir kénnen 2 Formen unterscheiden:
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Erster Fall: (® *= ) *& (O *» —¥)., z. B.:

X><Y *= X |Y

— 0 —
+ + 4+
+ + 4+
- O + Entsprechend muss gelten:

— ] + -
+ - -+
+ - -+
- 0o— o+

Wenn allgemein die Tautologie @ *= V¥ der Kontradiktion @ *# V¥ entsprechen soll,

kénnte man zunichst erwarten, dass folgende Aquivalenz gilt: (® *= V) *< (O *& —¥) ?
Aber technisch kann eine Tautologie nicht mit einer Kontradiktion logisch dquivalent sein,

sondern wir miissen den Negator vorsetzen. Somit ergibt sich: (® *= V) *< —(® *#» —¥),
dhnlich der Aquivalenz zwischen den synthetischen Aussagen: (X *— Y) *< —(X *— —Y).

Bzw. [X><Y *= X | Y] *< —[X><Y *# —(X|Y)]. Dies liefert zwar eigentlich gerade
nicht die gewiinschte Aussage, doch dafiir muss man sich Folgendes klarmachen: ® *— ¥
und ® *— —Y¥ konnen nicht zugleich gelten. Ob man ® *— —¥, auf einer Meta-Ebene, als

Kontradiktion kennzeichnet: @ *# —'¥, dndert nichts, es bleibt der gleiche Relator *—.

Zweiter Fall: (@ *& V) *& (D *= =)

X><Y *# XAY
- 0o+
+ J— J—
+

+
+
N

+ o+ o+
|

Also: [X><Y *# X AY] ¥ [X><Y *= —(X AY)]. Vgl die Diskussion oben.

2-1-2-3 SEMI-ANALYTISCHE RELATION

Bei der normalen semi-analytischen Implikation kommt in der Wahrheitstafel unter dem Re-
lator sowohl plus (+) wie minus (-) vor. Bei der semi-analytischen Positiv-Implikation ist das
komplizierter: Es muss ,,plus® (+) vorkommen, es muss ,,minus* (=) oder ,,unbestimmt* (?)
vorkommen, es kann ,,undefiniert” (_) vorkommen.
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Zur Erlauterung: Ich hatte gesagt, wenn /inks vom Pfeil ,,minus® (—) steht, dann wird die Posi-
tiv-Implikation nicht als giiltig, sondern als nicht definiert verstanden ([7), denn ,,wenn X,
dann Y* ist eben nur fiir die Félle positiv definiert, in denen X auch giiltig ist.

Hinzufligen kann man: Wenn /inks ,,nicht definiert, also [ steht, dann gilt diese Kombina-
tion auch als nicht definiert. AuBer es folgt ein — auf das [, dann gilt die Kombination als un-
bestimmt, wofiir ich das Frage-Zeichen (?) verwende.

Auch wenn links ,,positiv (+) steht und rechts ,,nicht definiert (), gilt die Kombination
als unbestimmt (?). Das ,,unbestimmt® (?) darf nicht verwechselt werden mit dem ,,nicht defi-
niert (L), bei ,,unbestimmt* kann man nicht entscheiden, ob die Relation, in der betreffenden
logischen Welt, positiv oder negativ ist (zur Ubersicht vgl. unten).

Aus Griinden der Einfachheit wiirde man gerne mit einer Zusatz-Kategorie, also ,,nicht de-
finiert™ oder ,,nicht bestimmt™ auskommen. Aber es zeigt sich, dass man diese Unterschei-
dung bendtigt. Denn wie oben beschrieben, gilt eine Positiv-Relation, mit nur + (oder nur +
und [) als fautologisch. Wenn dagegen auch das ? fiir unbestimmt in der Wahrheitstafel unter
dem Relator steht, dann ist die Relation nicht tautologisch oder kontradiktorisch, sondern nur
semi-analytisch. Daher kommt man auch nicht immer mit der verkiirzten Wahrheitstafel aus,
weil dort z. B. der Unterschied zwischen [] (nicht definiert) und ? (nicht bestimmt) gar nicht
erfasst wird. Das wird spéter, im quantitativen Teil, genauer gezeigt werden.

Ein Beispiel fiir eine semi-analytische Positiv-Implikation ist:

—-(X*>Y) *—> -(X->Y)

-+ + + 0 =+ + +
++ - - +  ++ - -
O- 0O+ ? =+ 4+
O- 0 - ? -+ + -

Stellt man nur die Struktur, nur die entscheidenden Wahrheitsverldaufe dar, ergibt sich:

—-(X*>Y) *—> -(X->Y)
— [ —
+

oo+
o 0+

In der 3. und 4. Zeile muss unter dem Zentral-Relator*—— jeweils ? (unbestimmt) stehen,
weil hier links [J und rechts — steht. Denn wenn man anstelle des ? auch ein [J setzen wiirde,
wire die Implikation ja tautologisch (I + [1[1). Wie man am besten im quantitativen Ansatz
zeigen kann, ist das falsch. Nachfolgend eine Ubersicht {iber die wichtigsten Kombinationen:

O *> Y
+ + +
+ — _
+ 72 [
- O +
_ ﬂ _
- [0 0
g o +
0?2 -
U o o
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Man konnte allerdings auch andere Definitionen vornehmen. Z. B. wire die Deutung + — [
fiir manche Fille vorteilhaft, fiir andere aber nicht. Urspriinglich hatte ich festgelegt, dass gilt:
+ [1[]. Dann kommt man partiell zu anderen Gesetzen.

Beim heutigen Stand haben sich aber die Festlegungen als am sinnvollsten erwiesen, die in
der Ubersicht oben aufgefiihrt sind (wie eben + ? []) — spiter wird gezeigt werden, dass bei

einem anderen Modell der Positiv-Implikation, dem Nicht-Existenz-Modell, z. T. veranderte
Definitionen erforderlich sind.

Auf die analytische Positiv-Replikation <=* bzw. <* muss hier nicht gesondert eingegan-
gen werden, es gilt entsprechend das fiir die Positiv-Implikation gesagte.

2-1-2-4 POSITIV-AQUIVALENZ
e Definition der Positiv-Implikation

Ich habe schon darauf hingewiesen, dass ich hier nur das Existenz-Modell der Positiv-
Implikation vorstelle. Und in diesem Modell gilt:

X*>Y) * —(X*>-Y)

—(X*>Y) **& X*>-Y)

Diese Relationen kann man als definierend fiir die Positiv-Implikation ansehen. Sie seien
durch die Wahrheitstafeln erldutert:

X*>Y) *& (X *> YY)
+ + + + ++ + —+
01—+ - + -
- O+ 0O00-0 -+
O O0- 0 +-

X *> 1Y) *<& (X *>Y)

+ — —+ 0O —+ ++
+ + 4=+ - -
- 0O-+ 0 D-0+
- O+- 0 O-0O-

Auch hier gibt es Unterschiede zur normalen Aquivalenz bzw. normalen Implikation.
Denn dies sind Aquivalenzen, die bei der Positiv-Implikation gelten und bei der Implikation
nicht. So ergeben sich folgende Unterschiede:

Implikation: —-X-2Y) = X—>4Y) +-—) = (+++
Positiv-Implikation: —(X *—>Y) *< (X *—> 2Y) —+00) *& (=+00)

Implikation: —(X—=>-Y) = X->Y) +F-——)=> F—-+4)
Positiv-Implikation: —(X *—> —Y) *< (X*-Y) +-) *& (+-10)

e Kontraposition

Es gibt auch Aquivalenzen, die bei der normalen Implikation gelten, bei der Positiv-
Implikation aber nicht. Z. B. gilt die Kontraposition (X — Y) < (=X < —Y) bei Verwen-
dung der Positiv-Implikation bzw. Positiv-Aquivalenz nicht streng analytisch, sondern ist
ganz undefiniert (es sei denn, man nimmt eine besondere Variante der Positiv-Implikation
an). Dies ist von grofer Wichtigkeit, denn die Kontraposition spielt eine wesentliche Rolle.
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X*>2Y) *¢— (=X <*Y)

+ o+ + O -+ 0 —+
+ - - B e
-0+ 0 +- 0 —+
-0 - 0 +- + +-

Wie man sieht, ist die Kontraposition vollig undefiniert (bei einer anderen Interpretation stén-
den in der 1. und 4. Zeile ein ? statt [ ], was aber auch nichts Wesentliches dnderte).
Generell gelten, beim derzeitigen Stand, folgende Regeln bei der Positiv-Aquivalenz:

O *& Y
+ + +
_D_
0o oo
+ - = (= - 41
+ 00 @ 0 +)

I S (RE S

2-1-2-5 IMPLIKATION UND POSITIV-IMPLIKATION
Ich mochte zunédchst noch einmal auf Unferschiede zwischen Implikation und Positiv-

Implikation eingehen, anhand einiger ausgesuchter Relationen, dann auf Beziehungen zwi-
schen ihnen.

Unterschiede von Normal-Implikation und Positiv-Implikation

¢ Implizierung von X
X->Y) —0X X*>Y) *—X +0?27)
-(X->Y) =X —-(X*>Y) *—>X +?27

Die normale Implikation impliziert nicht die Giiltigkeit (Existenz) der Pramisse (X), der
Schluss ist nur semi-analytisch (+ + — —). Paradoxerweise impliziert aber die Negation der
normalen Implikation die Giiltigkeit von X. Auch bei der Positiv-Implikation wird in bejahter
und negierter Form nicht die Giiltigkeit von X impliziert, allerdings in gleicher Weise (im
quantitativen Modell wird jedoch impliziert, dass p(X) > 0, dazu spiter).

¢ Paradoxie der Implikation

X =>X->Y X *— X*>Y (J0?7?)
Diese Paradoxie tritt bei der Positiv-Implikation nicht auf. Die Relation ist vollstindig unde-
finiert bzw. unbestimmt.

e Negation
X— =X (——+4) X *p =X (—-011)
X — X (++-—9) —X *» X ([U--)

Diese beiden Relationen sind bei Verwendung der normalen Implikation semi-analytisch,
liegen also zwischen analytisch und kontradiktorisch. Bei der Positiv-Implikation sind beide
Relationen kontradiktorisch.
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Das heif3t, bei der Normal-Implikation gilt: Wenn X sein kontradiktorisches Gegenteil —X
impliziert, dann ist diese Implikation nicht kontradiktorisch. Fiir das Umgekehrte gilt das
Gleiche. Das ist von unserem normalen Sprachverstindnis her doch sehr problematisch. Da-
gegen ist bei der Positiv-Implikation der Schluss von X auf nicht X kontradiktorisch. Auf wei-
tere Negationen wurde ja schon ausfiihrlich eingegangen.

Beziehungen zwischen Implikation und Positiv-Implikation:
Es sind vor allem 4 Relationen zwischen Implikation und Positiv-Implikation zu untersuchen:

e X *>Y Positiv-Implikation X - Y

e X *>Y Implikation X »>Y

e X > Y Positiv-Implikation X *—>'Y
e X —>Y Implikation X *—>'Y

e Positiv-Schluss von der Positiv-Implikation auf die Implikation: (X *—> Y) *= (X —>Y)
Hier liegt eine streng-analytische Positiv-Implikation, ein strenger Schluss vor. Denn aufler
dem + kommt nur das [ vor. Und in diesem Fall gilt die Relation als tautologisch.

X*>Y) *=»> X->Y)

+ + + + o+ 4+ +
+ - - 0 +- -
- 0+ 0 -+ +
- 0- 0 ++ -

e Schluss von der Positiv-Implikation auf die Implikation : (X *—>Y) = (X—>Y)

X*>Y) = X->)

+ 4+ + + o+ + +
+ - - + o+ - -
- U+ + -+ +
- - + o+ + -

Auch bei der Verwendung der normalen Implikation erhdlt man einen vollstindigen Schluss
Obwohl in der 3. und 4. Zeile ein [ unter dem *— steht (und die Implikation keine Deutung
von [] beinhaltet), kann man ein + unter den Pfeil = setzen. Denn unter dem — steht in die-
sen Zeilen ebenfalls ein +. Und die Implikation hat ja immer den Wert +, wenn das Nach-
glied, also hier X — Y den Wert + hat, egal welchen Wert das Vorderglied hat.

Somit gilt: Ein strenger Schluss von der Positiv-Implikation auf die Implikation ist moglich.

e Positiv-Schluss von der Implikation auf die Positiv-Implikation:(X —» Y) *—— (X *>Y)

X -Y) > X*>Y)
+ + + + + + +
+ - - + - -
- + + - 0+
— 4+ — + [ -

9 O[]
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Der Schluss von der Implikation auf die Positiv-Implikation mittels der Positiv-Implikators ist
nur partiell-analytisch. (Allerdings konnte man auch vertreten, dass hier ein strenger Schluss
vorliegen muss, auf dieses sehr komplizierte Problem gehe ich im Punkt 2-4 ein.)

e Schluss von der Implikation auf die Positiv-Implikation (X - Y) —> (X *>Y)

X ->Y) — X*>Y)
+ 4+ + + + 4+ +

+ -=-  + o+ - -
-++ O -0+
- +- O + [ -

Hier ist gar kein Schluss moglich. Denn wie die Wahrheitstafel oben zeigt: in der 3. und 4.
Zeile steht links unter dem — ein + und rechts unter dem *— ein [1. Die normale Implikation
ist aber gar nicht fiir [] definiert, insofern ist kein Schluss mdglich, hierfiir wahle ich das
Symbol & (bei einer anderen Deutung der Positiv-Implikation aber ein anderes Ergebnis).

2-1-3 Systematik

Es gibt (bei 2 Variablen) 16 bzw. 14 Relatoren, wenn man Antilogator und Tautologator nicht
dazu zéhlt. So gibt es bei der Verkniipfung von zwei einfachen Relationen 16 x 16 x 16 =
4096 Kombinationen bzw. 14 x 14 x14 = 2744 Kombinationen.
Z.B.(XAY)A(XAY). Fiir die drei A (bzw. anstelle) kann man eben 16 (bzw. 14) Relato-
ren einsetzen.
Es gibt verschiedene Darstellungs-Moglichkeiten. Das sei an folgendem Beispiel erldutert:
e(X>Y) A (X<«Y)
Einfachste Darstellung
e(X->Y) A XeY):i+——+
Hier wird anschlieBend der Wahrheitsverlauf der Gesamtrelation angegeben (in
Klammern oder nicht). Dies ist vor allem sinnvoll bei semi-analytischen Relationen
wie ‘A~ , denn bei tautologischen Relationen wie “A* lautet der Verlauf ja ohnehin
immer + + + + und bei kontradiktorischen entsprechend — — — —.
e XY (+—4+4) A XY (H+-4)
Hier werden die Wahrheitsverldufe der Teil-Relationen, im Beispiel X — Y und
X « Y, jeweils in Klammern nachgestellt; daher setzt man die Teil-Relationen
selbst nicht in Klammern (dies ist aber uniibersichtlich und wird nicht verwendet).
e(X->Y) A (X«Y) (F—+4H A (F+-9
Hier werden die Wahrheitsverldaufe der Teil-Relationen, im Beispiel X — Y und
X <Y, jeweils gesondert dargestellt, zur besseren Ubersichtlichkeit.

e(X>Y) ‘A (X<«Y) (+—++) A (++—4)
+——+
Es wird der Wahrheitsverlauf der Einzelrelationen und der Gesamtrelation angege-
ben.

2-1-3-1 NULL+RELATOR
Hier kommt nur der Antilogator L in Frage, der aber wie gesagt kein echter Relator ist.
X 1Y hat den Wahrheitsverlauf: — — — —
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Eine Tautologie ist hier per definitionem ausgeschlossen, auch eine semi-analytische Rela-
tion. Gleichgiiltig, welche Relationen man mit dem Antilogator verbindet, es ergibt sich im-
mer eine Kontradiktion.

Das hat vor allem fiir die Implikation eine paradoxe Auswirkung: Aus der Antilogie lasst
sich jede beliebige Relation logisch ableiten, sogar eine Kontradiktion.

XLY =2 XA=X (++++1)
Bei der Positiv-Implikation ergibt sich dieses Problem nicht, denn ein solcher Schluss ist hier
nicht definiert, weil die Positiv-Implikation bei ungiiltigem Vorderglied grundsétzlich nicht
definiert ist.

2-1-3-2 EIN+RELATOREN

Hier geht es um die Konjunktion bzw. verwandte Relatoren X >- Y, X <Y, X VY.

e Tautologie

Eine Tautologie der Konjunktion ist nur moglich, wenn zwei Tautologien verkniipft werden:
X v —=X) A" =(X A =X) (++++H) AT (F++4)

¢ Kontradiktion

Eine Kontradiktion ist dann gegeben, wenn in jeder Welt mindestens einer der zu verbinden-

den Relationen ungiiltig (—) sind, z. B.:

XAY) A (XAY) +-——) AN (—+—9)
¢ Semi-analytisch
X=>Y) ‘A (X<«<Y) (+—++) A (++-4)

2-1-3-3 ZWEI+RELATOREN
Die Zwei+Relatoren <> und >< werden an anderer Stelle behandelt. Hier geht es um die Rela-
toren: XY, XLY, XY, X[Y
e Tautologie
Mit dem Relator | erzeugt man nur dann eine Tautologie, wenn links von dem Relator eine
Tautologie steht, was dann rechts steht, ist gleichgiiltig, z. B.:
Xv-X) "J"TXAY) (++++) T —=o)
¢ Kontradiktion
Mit dem Relator | ergibt sich nur dann eine Kontradiktion, wenn links vom Relator eine
Kontradiktion steht, z. B.:
XA=X) 1" (XAY) (———2) 1" +#--9
e Semi-analytisch
Semi-analytisch sind alle anderen Kombinationen, z. B.:
X->Y) "I"X<Y) +-++ 1 ++-9
Entsprechendes gilt fiir die anderen genannten Relatoren.

2-1-3-4 DREI+RELATOREN
Die Drei+Relatoren —, <—, v und | werden systematisch an anderer Stelle behandelt.
Es sei deshalb nur kurz auf die Implikation — eingegangen.
e Tautologie
Die Implikation ist nur ungiiltig, wenn links vom — plus (+) steht und rechts minus (-), in
allen anderen Fillen ist sie giiltig, z. B.:
XAY) =Y +t-——)=> +—+-)
¢ Kontradiktion
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Eine Kontradiktion gibt es nur, wenn gilt: Tautologie # Kontradiktion, z. B.:

Xv-=X) £ (XA-=X) +++H)H (———-)
e Semi-analytisch
X=2Y) —X«Y) -4+ — ++-4)

2-1-3-5 VIER+RELATOR

Hier ist der Tautologator T zu nennen, der allerdings, wie erldutert, kein echter Relator ist.

¢ Tautologie

Die Verbindung zweier beliebiger Relatoren durch den Tautologator fiihrt in jedem Fall zu
einer Tautologie, selbst die Verbindung zweier Kontradiktionen, z. B.:

XA=X)T (Y ASY) ———-)T (-—--)
Man braucht hier fiir die Tautologie nicht T+ schreiben, denn es ergibt sich ja immer eine
Tautologie.

¢ Kontradiktion

Die Verbindung zweier Relationen durch den Tautologator ergibt in keinem Fall eine Kontra-
diktion.

e Semi-analytisch

Die Verbindung zweier Relationen durch den Tautologator ergibt in keinem Fall eine semi-
analytische Relation.

2-1-4 Inklusiv / Exklusiv

2-1-4-1 DEFINITION
Hier sollen zundchst die Begriffe inklusiv und exklusiv — jetzt im analytischen Bereich — noch
einmal prézisiert werden. Diese beziehen sich in erster Linie auf die Disjunktion X v Y und
die Kontravalenz X ><'Y. Dabei geht es um das Verhéltnis zur Konjunktion X A Y.

Genauer ist zu unterscheiden zwischen aufsteigender und absteigender Inklusion.

Unter aufsteigender Inklusion verstehe ich, dass ein ,,oder* das hohere ,,und* als Méglich-
keit mit einschlieft: oder —— und

Unter absteigender Inklusion verstehe ich, dass das ,,und* ein ,,oder* als Notwendigkeit mit
einschlieit: und = oder
¢ Disjunktion (inklusiv)

- aufsteigend: X vY —> X AY +++-) — +——-)

-absteigend: XA Y = XVvY +-——) = H++-)
e Kontravalenz (exklusiv)
Bei dem exklusiven ,,oder* kann weder aufsteigende noch absteigende Inklusion zu X A Y
vorliegen, sondern vielmehr erhélt man durch Negation jeweils einen strengen Schluss:

- aufsteigend: X ><Y = (X AY) (—++-) = (—+++4)

(zwar hat X ><Y ——> X A Y denselben Wahrheitswert wie X vY —> XA Y,
aber wenn X ><Y giiltig ist, ist X A Y ungiiltig, und umgekehrt)

- absteigend: X A Y = —(X><Y) +-—-) = (+—-—-+)
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Wie man sieht, schlieBen sich X ><Y und X A Y gegenseitig aus, wie es der Definition von
»exklusiv entspricht.

2-1-4-2 DISJUNKTION
Zunichst will ich auf die analytische Disjunktion eingehen.

e Tautologie
Am bekanntesten ist hier der ,,Satz vom ausgeschlossenen Dritten®:

"X
-+
-+
+ —
+_

|+ +

+ o4+ o+ o+ <

Generell gilt: ® "v" —® (fiir ® kann jeder beliebige Ausdruck eingesetzt werden).

¢ Kontradiktion
Eine Kontradiktion der Disjunktion ist nur mdglich, wenn 2 Kontradiktionen verkniipft wer-
den, also z. B.:

X'A=X) v (Y A =Y)

e Partiell-analytisch
Hier sind beliebige Beispiele moglich, z. B.:
X AY)V XA=Y):i++——

¢ Gesetze der Disjunktion (vgl. 1-1-4-5):

Hier nur eine kleine Auswahl:
XvYY)AX=>Y
XvY)A=Y = X

De-Morgan-Gesetze :

XvY & (=X AAY)
Xv-aY & —(=XAY)
XVvY < A(XA-Y)
XvaY & =(XAY)

2-1-4-3 KONTRAVALENZ
Die Kontravalenz betrachte ich wie gesagt als exklusives (ausschlieBendes) ,,oder*: entweder
— oder, aber beides zusammen ist ausgeschlossen.
e Tautologie
Eine Tautologie der Kontravalenz ist nur moglich, wenn zwei Relationen verkniipft werden,
die zueinander in Kontradiktion stehen: denn die Kontravalenz gilt ja nur als giiltig, wenn +
und — verkniipft werden, z. B.:

(X><Y) ><" (X><Y)

(XAY) ><" (X AY)
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e Kontradiktion
Eine Kontradiktion der Kontravalenz ist nur moglich, wenn zwei Relationen verkniipft wer-
den, die dquivalent sind, z. B.:

(X \Y Y) > _l(_|X A\ —|Y)
e partiell-analytisch
zZB:(XAY) ><" X>Y): ——++

¢ Gesetze der Kontravalenz

Diese Gesetze spielen auch bei der Quantoren-Logik eine wichtige Rolle :
(X><Y) & (=X><-Y)
X><Y) © XvY)A(=XVv-Y)
—(X><Y) & XAY)Vv (=X A-AY)

e Problem der Kontravalenz
Hier muss man sich vor einem Missverstdndnis hiiten: Der Begriff ‘Kontradiktion’ ist dop-
peldeutig: Kontradiktion versus kontradiktorischer Gegensatz.

1. Kontradiktion
Eine Kontradiktion nennt man jede (analytische) Relation, bei der in der Wahrheitstafel unter
dem Zentral-Relator nur — steht, egal mit welchem Relator die Relation gebildet ist: z. B.

O AN,V VYOLY

2. Kontradiktorischer Gegensatz (kontradiktorische Relation)
Der kontradiktorische Gegensatz wird durch den Relator Kontravalenz >< gebildet, und zwar
kann dieser kontradiktorische Gegensatz synthetisch oder analytisch sein.
- Synthetisch: X ><Y:—++—
- Analytisch:
tautologisch, z.B.: (X AY) "><"(X|Y) (+—-—-) "><¥ (=++4)

kontradiktorisch, z. B. (X v =X) ><" (Y v =Y) ++++) ><"(++++)
Hier ist also der kontradiktorische Gegensatz selbst kontradiktorisch, allerdings ent-
spricht das nicht dem normalen Verstdndnis von einem kontradiktorischen Gegensatz.

Man kann diesem Missverstandnis aus dem Weg gehen, wenn man anstatt von ‘Kontradikti-
on’ von ‘Antilogie’ (im Unterschied zur Tautologie) spricht; da der Begriff aber ungebrauch-
licher ist, werde ich auch den Kontradiktionsbegriff in seiner doppelten Bedeutung verwen-
den.
Man kann eine Verbindung zwischen Kontradiktion und kontradiktorischem Gegensatz her-
stellen:
X><Y) A (XAY) ++) A +——9)
[XAY)><"(X]Y)] A [XAY) A (X]Y)] F++H A (=0
Diese beiden Formeln zeigen fiir synthetische und analytische Relationen:
Wenn @ und ¥ in kontradiktorischem Gegensatz (><) stehen, dann fiihrt die Konjunktion von
@ >< ¥ mit der Konjunktion @ A ¥ zu einer Kontradiktion ("A").
Bei der Positiv-Implikation stellen sich alle diese Probleme nicht, wie noch gezeigt werden
wird.



Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN 343

2-1-4-4 EXKLUSION

e Tautologie

Eine Tautologie ist nur mdglich, wenn 2 Relationen verkniipft werden, die in keiner Welt bei-
de giiltig sind, d. h. sie stehen in einem kontrdren (oder kontradiktorischen) Gegensatz, z. B.:

XAY) T (XASY)
¢ Kontradiktion
Eine Kontradiktion der Exklusion ist nur moglich, wenn zwei Tautologien miteinander ver-
kniipft werden, z. B.:
e partiell-analytisch
In allen anderen Fillen ist die Exklusion semi-analytisch, z. B.: (X AY) 7|~ (X VvY)
2-1-4-5 VERBINDUNGEN

Hier folgen die wichtigsten Beziehungen zwischen Disjunktion, Kontravalenz und Exklusion:

Zunichst Verbindungen mit der Implikation:
¢ Kontravalenz = Disjunktion

X><Y = XvY ++-) = (+++-)
e Kontravalenz = Exklusion

X><Y = X|Y (—++-) = (+++)
e Disjunktion <—> Exklusion

XVvY)«—>X|Y) F++) > (—++4)

Die Implikation zwischen Disjunktion und Exklusion ist nicht analytisch, sondern nur partiell
analytisch. Es gilt:

XvY — X|Y (—+++) bzw. X|Y — XVY (+++-) bzw.

die partielle Aquivalenz (X v Y) <— (X |Y)

Fasst man das in einem Dreieck zusammen:

X><Y
U U
XvY «— X|Y

Nachfolgend oder-Verkniipfungen:
XvY) v (X><Y) +++—

>< +———
| +—-—+
XvY) v X]Y) ++++
>< +—-=—+
| +—-=—+
X><Y) v X|Y) —+++
>< -t

| +-——+
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Analytisch ist also nur die folgende Verkniipfung:
XvY V' X|Y

2-1-5 Erweiterungen

2-1-5-1 LOGISCHES QUADRAT
Man kann wichtige Beziehungen zwischen bestimmten Relatoren durch das logische Quadrat
bzw. Rechteck angeben (obwohl dieses in der Quantoren-Logik wesentlicher ist, vgl. 2-2).

(+——-) XAY N XVY (———4)
U <t U
(+++-) XvY Vv XY (—+++)

2-1-5-2 GEGENSATZE
Man unterscheidet in der Logik verschiedene Gegensdtze, nach ihrer Stirke geordnet:

Kontradiktorisch X ><Y: entweder ist X giiltig oder Y

Kontrdr X |Y: Xund Y sind nicht beide giiltig
Subkontrdir X vY: Xund Y sind nicht beide ungiiltig
Subaltern X — Y: wenn X giiltig ist, dann auch Y

Als stirkster Gegensatz gilt der kontradiktorische, dann der kontrdre, dann der subkontrére;
den subalternen interpretieren wir im normalen Sprachgebrauch kaum als Gegensatz.
Die Gegensitze werden durch die oben genannten Relatoren logisch ausgedriickt.

Man konnte zwar auch synthetische Gegensitze definieren (entsprechend den oben genann-
ten Relatoren), aber normalerweise versteht man in der Logik die Gegensétze als analytisch;
insofern kommen die analytischen Versionen der Relatoren zum Einsatz:

st +|+ Ut —
Gegensatz und logisches Quadrat
Die Gegensitze lassen sich im logischen Quadrat darstellen:

Kontrar
XAY T XVY
kontra-
subaltern U > Uy subaltern
diktorisch
XvY A X|Y

subkontrar
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Zur besseren Anschaulichkeit konnte man einsetzen:
Fir XVY: - X A=Y

Zur besseren Ubersicht seien die einzelnen Gegensatz-Relationen des Quadrats aufgelistet:
XAY <" X|Y kontradiktorisch
XVY ><" XvyY

XAY "|T XVY Kkontrir

XAY = XvY subaltern
XVY = X|Y

XvY 'v' X|Y  subkontrir

2-1-5-3 ANALYTISCH UND SEMI-ANALYTISCH
In diesem Punkt sollen weitere Aspekte der Beziehung zwischen analytischen Relationen
— Tautologie, Kontradiktion — und semi-analytischen Relationen beleuchtet werden.
Dabei gilt es vor allem zwei Ebenen zu unterscheiden
1) Logische Ebene
Hier geht es um logische Beziehungen zwischen unterschiedlichen Relationen
2) Begriffliche Ebene
Hier geht es um die Beziehung zwischen verschiedenen logischen Eigenschaften
(tautologisch, kontradiktorisch usw.) derselben Relation

1) Logische Ebene

Ich schreibe im folgenden fiir die tautologischen Relationen nicht “v* und “A", sondern nur
v und A, weil das hier iibersichtlicher ist; dasselbe gilt fiir kontradiktorische und semi-
analytische Relationen.

Als Beispiele nehme ich vorrangig: als Tautologie X v —X, als Kontradiktion X A =X, als
semi-analytische Relation (X v Y) A X.

In unseren Beispielen gelten die nachfolgenden Definitionen: fautologisch: 4x +, kontradik-
torisch: 4x —, semi-analytisch: 1x +, 2x + oder 3x +. Wenn nur X vorkommt (und nicht Y),
wiirde es zwar geniigen, nur zwei Welten zu beriicksichtigen (d. h. fiir eine Tautologie + +).
Aber fiir die bessere Vergleichbarkeit nehmen wir immer vier Welten.

e Tautologie # Kontradiktion

Xv—-X# XA-=X ++++ B —— ==
e Kontradiktion = Tautologie

XA=X = Xv-X ———= = ++++
e Tautologie ——> semi-analytische Relation

Xv=aX—7> XvY)aX ++++ — ++-—-
e semi-analytische Relation = Tautologie

XvYI)IanX = XvX ++-—— = ++++
¢ Kontradiktion = semi-analytische Relation

XAn=X = XvY)aX ——— = ++-—-
e semi-analytische Relation —— Kontradiktion

XvY)IAaX — XA=X ++-— —> ———-

Verwendet man auch zweimal die gleiche Kategorie in einem Schluss, kommt hinzu:
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e Tautologie = Tautologie

Xv=X = XX ++++ = ++++
¢ Kontradiktion = Kontradiktion

XA=X = X><X e >
e semi-analytische Relation —— semi-analytische Relation

XvYI)IAX — XvY)AY ++-—— —> +—+-

Teilweise gelten auch Aquivalenzen:

e Tautologie < Tautologie

Xv—=X & XX ++++ & ++++
e Kontradiktion < Kontradiktion
XA=X & X><X .

e Tautologie < Kontradiktion
Xv=X & XA=X ++++ P ———-—

Man kann kontradiktorische Implikationen oder Aquivalenzen auch durch negative tautologi-
sche Implikationen bzw. Aquivalenzen ausdriicken bzw. ersetzen:

e Tautologie = —Kontradiktion

Xv—-X = —|(X/\—|X) ++++ = —|(————)
e Tautologie <> —Kontradiktion

XV—|X<:>—|(X/\—|X) ++++<:>—|(————)
e Kontradiktion <> —Tautologie

X/\—|X<:>—|(XV—|X) ————C>—|(++++)

Im Grunde gilt das, was ich hier filir semi-analytische Relationen angebe, auch fiir syntheti-
sche.

2) Begriffliche Ebene
Hier geht es wie gesagt um die Beziehung zwischen verschiedenen logischen Eigenschaften
(tautologisch, kontradiktorisch usw.) derselben Relation (also z. B. von X v —X).

e tautologisch = —kontradiktorisch
»X v =X ist tautologisch = ,, X v —X* ist nicht kontradiktorisch
e kontradiktorisch = —tautologisch
»X A =X ist kontradiktorisch = ,, X A —X* ist nicht tautologisch
e tautologisch = —semi-analytisch
»X v =X ist tautologisch = ,, X v —X* ist nicht semi-analytisch
e semi-analytisch = —tautologisch
H(XVY)A X ist semi-analytisch = (X v Y) A X* ist nicht tautologisch
e kontradiktorisch = —semi-analytisch
»X A =X ist kontradiktorisch = ,,X A =X* ist nicht semi-analytisch
e semi-analytisch = —kontradiktorisch
H(XVY)A X ist semi-analytisch = ,,(X v Y) A X* ist nicht kontradiktorisch

Man kann hier auch mit Konjunktionen die Aussagen erweitern, z. B.:
tautologisch = —semi-analytisch A —kontradiktorisch
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»X v =X ist tautologisch = ,,. X v =X* ist nicht kontradiktorisch

und nicht semi-analytisch
Es fragt sich, ob etwa bei diesem Beispiel auch die Aquivalenz < gilt. In meinem Modell
werden unterschieden: tautologisch, kontradiktorisch, semi-analytisch, aber auch synthetisch.
Eine Aquivalenz kénnte daher folgendermaBen gefasst werden:

»X v =X ist tautologisch <>, X v —X* ist nicht kontradiktorisch

und nicht semi-analytisch und nicht synthetisch

Eine weitere wichtige Frage lautet: Ist ein Satz wie ,,,X v =X* ist tautologisch’ selbst eine
Tautologie. Weiter gefasst: Sind alle der obigen Einzel-Aussagen Tautologien?
Wir konnen hier prinzipiell drei Moglichkeiten unterscheiden:

Erstens, es handelt sich um synthetische Sétze. Ob ,,,X v —=X* ist tautologisch’ giiltig ist,
stellt man aber nicht durch empirische Uberpriifung fest. Wer die logischen Regeln und die
Definitionen kennt, kann allein durch logisches Denken feststellen, dass der Satz gilt.

Zweitens, die Aussagen sind formale Tautologien. Das scheidet aus, denn einer (aussagen-
logischen) formalen Tautologie konnen wir eindeutig eine Wahrheitstafel zuweisen, in der
unter dem zentralen Relator nur + vorkommt; dies ist aber bei ,,,X v —X* ist tautologisch’
nicht mdglich. (Man konnte allerdings prinzipiell den Satz auch in einen rein formal-
logischen umwandeln, so dass man diese Mdglichkeit nicht ganz ausschlieB3en sollte.)

Drittens, wir haben hier materiale Tautologien vorliegen. Das bedeutet, die Wahrheit dieser
Aussagen beruht auf logischen Regeln, aber auch auf auBBer-logischen, sprachlichen Definiti-
onen. Diese dritte Moglichkeit ist m. E. am realistischen. Und wenn man von ihr ausgeht,
wire es korrekter, nicht den formal-logischen (tautologischen) Relator = zu verwenden, son-
dern z. B. ® -4V oder ® =4 W zu schreiben, in der Bedeutung: ,,® impliziert material-
logisch W*. Der Einfachheit halber verwende ich aber doch =.

Wir haben oben logische Implikationen (Schliisse) zwischen diesen Aussagen hergestellt. In
jedem Fall gilt dabei: Wenn die Prdmisse (z. B. ,,,X v —X* ist tautologisch’) eine Tautologie
ist, dann muss auch die Konklusion (z. B. ,,,X v —X* ist nicht kontradiktorisch’) eine Tauto-
logie sein. Denn nur dann ist der Schluss giiltig (++++ = ++++).

Es sei noch einmal veranschaulicht, dass es wichtig ist, die logische und begriffliche Ebene
zu unterscheiden, denn z. B:

e Jogisch gilt: semi-analytische Relation = Tautologie
XvY)ArX = XvX
d. h. aus einer semi-analytischen Relation folgt logisch eine Tautologie,
aber:
o begrifflich gilt: semi-analytisch = —tautologisch
H(XVY)A X ist semi-analytisch = (X Vv Y) A X istnicht tautologisch,
d. h. wenn eine Relation semi-analytisch ist, dann ist sie nicht tautologisch.

2-1-5-4 MODAL-LOGIK

Die Modal-Logik behandelt die Beziehungen zwischen Begriffen bzw. Operatoren wie: not-
wendig, moglich, nicht notwendig, nicht moglich u. 4. Damit hat sie auch mit Gegensdtzen zu
tun.

Die Modal-Logik ldsst sich teilweise auf die Aussagen-Logik zuriickfiihren. Wie ich noch
genauer zeigen und begriinden werde, lésst sich auf der Aussagen-Logik aber nur eine Modal-
Logik aufzubauen, die ausschlieBlich zwei Werte unterscheidet: ,,notwendig* und ,,unmog-
lich* (bzw. ,,notwendig, dass nicht*).

Fiir Einbeziehung von ,,moglich® und ,,moglich, dass nicht* bendtigt man die Quantoren-
Logik oder eine hohere Logik. Dagegen lésst sich ,,nicht moglich® sehr wohl im Rahmen der
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Aussagen-Logik darstellen. ,,Nicht moglich® (= ,,unmoglich®) besitzt logisch einen ganz an-
deren Status als ,,mdglich®; das wird am besten in der spéter vorzustellenden quantitativen
Modal-Logik verdeutlicht.
Wir haben in 1-1-5-1 eine Modal-Logik kennen gelernt, die auf die synthetische Aussagen-
Logik Bezug nimmt; hier geht es aber um die analytische Aussagen-Logik, die mit ,,tautolo-
gisch®, , kontradiktorisch* und auch ,,semi-analytisch* operiert.
Und zwar gilt folgende Entsprechung:
Notwendig (N) =4 tautologisch. Unmdéglich (U) = grkontradiktorisch

Man kann unterscheiden absoluter und relativer Modalitit.
Absolut: eine logische Relation ist fiir sich tautologisch bzw. kontradiktorisch.
Relativ: eine logische Relation (bzw. ein logischer Ausdruck) ist im Verhdltnis zu ei-
ner anderen Relation tautologisch bzw. kontradiktorisch, konkret sie ist logische Fol-
ge oder kontradiktorische ‘Folge’ der anderen Relation.

o Notwendigkeit (Tautologie)
- absolut
z.B:X v =X  Notwendig(X v —X) N(X v =X)
Hier kann man auch nur schreiben ‘N(X v —X)’, denn durch den Modal-
Ausdruck ,,notwendig® wird bereits ausgedriickt, dass eine Tautologie vorliegt.
- relativ
z.B:.XAY=Y Notwendig(Y,XAY) N(Y,XAY)
Lies: “Y ist (analytisch) notwendig in Bezug auf X A Y.
Allerdings ist X A'Y = Y im Ganzen ebenfalls absolut notwendig.
Fiir die Darstellung der relativen Notwendigkeit bietet sich die Implikation oder
Positiv-Implikation an. Allgemein: N(W, @) = 4+® = V¥ (bzw. ® *= V)

o Unmdéglichkeit (Kontradiktion)
Man kann Unmoglichkeit als ,,notwendig nicht* oder ,,nicht moglich* darstellen, aber ich
verwende hier zur Einfachheit keinen abgeleiteten Begriff.

- absolut
z.B. X A =X Unmdéglich(X "A™ =X) UX A =X)
- relativ
zB:(X'V =X) & (X A =X)
Unméglich(X "A~ =X, X V" —=X) UX A =X, X V' =X)

Die Bestimmung des relativen ,,Unmoglich® ist nicht sehr liberzeugend, denn X "A™ —X ist ja
bereits absolut unmoglich, weil kontradiktorisch, es ist wenig informativ, dass es zusitzlich
auch noch relativ unmoglich ist.

Naheliegend wire dagegen U(Y, (X > —Y) A X)). Man geht also davon aus: Wenn X
nicht-Y impliziert und X giiltig ist, dann ist =Y relativ notwendig: (X > =Y) A X = =Y. In
diesem Fall miisste aber Y relativ unmdglich und der gesamte Schluss eine Kontradiktion
sein. Nur leider stimmt das nicht. Das mag die (vereinfachte) Wahrheitstafel verdeutlichen:

X—>=Y)A X—Y

— -+ + +
+ + + - -
+ - - + +
+ - - + -
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Wie man sieht: der Schluss von (X — —=Y) A X aufY fiihrt keineswegs zu einer Kontradik-
tion, sondern es liegt ein semi-analytischer Schluss vor, der sogar in 3 von 4 Welten giiltig ist.
Dies liegt allerdings auch wieder an den Besonderheiten der Implikation, worauf schon ofters
eingegangen wurde.

Verwendet man ndmlich die Positiv-Implikation, ergibt sich ein anderes Bild:

X*>-Y) A X *5 Y

- -+ 0o+
- ++ - -
O N B
O - - 0 -

In diesem Fall ergibt sich ndmlich eine Kontradiktion, wobei daran erinnert sei, dass eine Po-
sitiv-Implikation als kontradiktorisch gilt, wenn aufler ,,minus* (-) nur ,,nicht definiert* (['])
unter dem Zentral-Relator steht. Hier gilt also: Wenn X nicht-Y impliziert und X giiltig ist,
dann ist Y relativ unmoglich. D. h. bei Verwendung der Positiv-Implikation kénnte man z. B.
formulieren: *U(Y, X *—> =Y A X). Das * bei dem U (also *U) weist darauf hin, dass die
Positiv-Implikation *— verwendet wird.

Hier kann man bestimmen: *Unmoglich(¥, @) =4 © *= ¥

Oder kurz: *U(Y, @) =4 © *= ¥

e Relationen
In der hier dargestellten Modal-Logik sind z. B. folgenden Schliisse oder Aquivalenzen mog-
lich:
N -M—, z. B: N(X 'V =X) & -M—=(X v =X)
dafiir kann man auch schreiben: N(X 'v' —=X) & —M(X A~ —=X)
rein aussagen-logisch wire zu notieren: (X 'v° —X) & —(X A~ =X)
No U—,z. BANX 'V =X) © U=(X v =X)
dafiir kann man auch schreiben: N(X 'v' =X) < UX A” —X)

2-1-5-5 PROBLEMFALL ,MOGLICHKEIT*

Ich hatte anfangs gesagt, aussagen-logisch 1asst sich nur ,,notwendig* und ,,unmdglich* dar-
stellen, aber nicht der Modus ,,mdglich“. Man konnte dagegen einwenden: Der Bereich semi-
analytisch oder aber synthetisch steht fiir ,,moglich® bzw. ,,unnotwendig®. Z. B. kdnnte man
folgende aussagen-logische Ausdriicke modal-logisch als Moglichkeits-Aussagen deuten:

relativ: X vY—>Y als M(Y,XVY)
absolut: X v'Y als M(XVY).

Es ist zwar richtig, dass aussagen-logisch der semi-analytische Bereich generell fiir die Welt
des (logisch) Moglichen steht und somit alle semi-analytischen Relationen logisch moglich
sind — Entsprechendes gilt fiir den synthetischen Bereich.

Aber es gelingt aussagen-logisch nicht, Beziehungen zwischen moglich und notwendig (oder
unmoglich) adédquat darzustellen. Das werde ich an einem der zentralen Gesetze der Quanto-
ren-Logik zeigen, ndmlich:

notwendig = moglich
Das besagt: ,,Wenn etwas notwendig ist, dann ist es auch (mindestens) moglich®.
Dieses Gesetz werde ich nachfolgend fiir verschiedene Punkte diskutieren.
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e N(X v —-X) = MX Vv —=X)
Wir gehen zunéchst von einem begrifflichen Ansatz aus: ,,X v —X* ist notwendig, kurz ge-
fasst als: N(X v —X).

Dann muss entsprechend gelten: ,,X v —X* ist moglich, kurz: M(X v —X)
Wir haben hier 2 Alternativen:

Erstens, ,N(X v —X)’ und ,M(X v —X)’ sind beides tautologische Aussagen, allerdings
material-tautologisch, unter bezug auf Definitionen (nicht formal-tautologisch).

N(X v =X) und M(X v =X) sind synthetische Aussagen.
Da der zweite Fall nicht haltbar ist, will ich nur den ersten Fall diskutieren. Nun gilt: Eine
Tautologie impliziert logisch nur eine andere Tautologie: Tautologie = Tautologie (+ + + +
= + + + +). Insofern wire der Schluss N(X v =X) = M(X v —X) gerechtfertigt (siecht man
einmal von dem o.g. Problem ab, dass = eigentlich nur formal-analytisch definiert ist). Aber
dies ist nur eine Schein-Losung, denn durch Verwendung von ,N’ und ,M’ bewegen wir uns
ja gerade in der Modal-Logik, haben keine Riickfiihrung auf die Aussagen-Logik vollzogen,
um diese Reduktion geht es jedoch gerade.

e Xv—-X =7?

Wir miissen also N(X v —X) = M(X v —X) nun in reine Aussagen-Logik iibersetzen. Fiir
N(X v —X) setzen wir einfach mit X v —X ein, denn die Tautologie driickt ohnehin schon
Notwendigkeit aus.

Aber was sollen wir fiir M(X v —X) einsetzen? Es gibt eben keinen aussagen-logischen
Ausdruck, der hier passt.

Wichtig ist dabei: Wir wollen hier Aussagen machen iiber dieselbe Relation X v —X; wir
wollen sagen, dass wenn X v —X notwendig ist, dass dann dasselbe X v —X auch méglich
ist. Es geht nicht darum, ob wenn X v —X notwendig ist, ob dann eine andere Relation mog-
lich ist. Allgemein kann man den Schluss formulieren als Notwendig(®) = Moglich(®).

e Xv—-X < XvY
Nehmen wir dennoch versuchsweise mal zwei unterschiedliche Relationen, ndmlich: X v —X
und X vY.,X v —X“steht als Tautologie wie gesagt fiir Notwendigkeit, X v Y steht als syn-
thetische Relation fiir Moglichkeit. Da gilt: notwendig = moglich, gilt dann auch der strenge
Schluss X v -X = XvY?

Nein, es gilt nur semi-analytisch: X v =X — XvY (H+++ — +++-).
Schlimmer ist aber, umgekehrt gilt der strenge Schluss:

Xv—-X < XVvY bzw. XVvY = Xv—-X

Das hieB3e aber modal-logisch: moglich = notwendig, und das ist vollig unhaltbar.

e Xv—-X &< XvX
Nun kénnte man einwenden: Wir wollen hier das Verhiltnis zwischen semi-analytischen und
tautologischen Relationen angeben, nicht zwischen synthetischen und tautologischen.

Wie wir aber gezeigt haben, gilt fiir semi-analytische Aussagen: sie sind nicht tautologisch
und nicht kontradiktorisch, das entspricht aber modal-logisch ,,genau moglich®, und hier gilt
(was bei der quantoren-logisch begriindeten Modal-Logik im Einzelnen erldutert wird):

notwendig = —genau moglich
Wir diirfen hier aber die begriffliche und logische Eben nicht verwechseln. Auch wenn be-
grifflich gilt: Ein notwendiger Satz ist nicht ein genau moglicher Satz, so folgt logisch den-
noch ein notwendiger (tautologischer) Satz aus einem semi-analytischen Satz:

Nehmen wir als Beispiel die semi-analytische Relation X v X (+ + — —): Man konnte X al-
leine (ohne Y) auch nur iiber 2 Welten definieren, aber die gewohnte Definition iiber 4 Wel-
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ten ist verstdndlicher. Hier ergibt sich: X v =X <« X v X. Dies ist ein entsprechendes Er-
gebnis wie im synthetischen Fall (und das wundert nicht, denn auch synthetische Relationen
sind weder tautologisch noch kontradiktorisch). Also auch unter Verwendung von ,,genau
moglich® gelingt es nicht, Moglichkeit aussagen-logisch auszudriicken.

e N(Fx v —Fx) = M(Fx v —Fx)
Es wird sich spéter zeigen: Den Modus der Moglichkeit kann man nur in einer quantoren-
logischen oder quantitativen Logik adidquat und vollstindig ausdriicken. Das wird dort einge-
hend erldutert, eine quantoren-logische Form sei hier nur fiir ein Beispiel gezeigt (wobei bei-
de Aussagen Tautologien sind).

modal-logisch: N(Fx v —Fx) = M(Fx v —Fx)

rein quantoren-logisch: Ax(Fx v —Fx) = Vx(Fx v —Fx)
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2 —2 QUANTOREN- UND PRADIKATEN-LOGIK

2-2-0 Einfiihrung

2-2-1 Implikation

2-2-2 Positiv-Implikation
2-2-3 Systematik

2-2-4 Inklusiv / Exklusiv
2-2-5 Erweiterungen

2-2-0 Einfiihrung

2-2-0-1 FORMULIERUNGEN
Ich habe bisher im Wesentlichen 4 Stufen in der Quantoren-Logik unterschieden:
Alle, alle nicht, einige, einige nicht.
Es bestehen aber zwischen den Formen von ,,alle* und ,.einige” Aquivalenzen, so dass man
insgesamt auf 8 Unterscheidungen kommt:
Dabei bestehen folgende analytische Aquivalenzen (in normaler Sprache und formal):

alle nicht einige nicht A = —V—=
alle nicht nicht einige A=~ & -V
nicht alle einige nicht -A & V=
nicht alle nicht  einige A= & A%

Dabei gilt es verschiedene Negationen zu unterscheiden:
kontradiktorische Verneinung —-A
kontrdre Verneinung A=
doppelte, subalterne Verneinung  —A—
Entsprechendes gilt fiir einige.
Wichtig ist hier, den Unterschied zur Aussagen-Logik zu sehen: Aussagen-logisch gibt es im
strengen Sinn nur eine Verneinung, die kontradiktorische. Allerdings entspricht aussagen-
logisch —(X — Y) quantoren-logisch A—=(X — Y) (vgl. dazu vor allem 1-4-0-5).

Position kontradiktorisch kontrar subaltern
Aussagen-Logik X=>Y -(X->Y)
Quantoren-Logik AX—>Y) —-AX->Y) A-(X->Y) -A-(X->Y)

Ich habe schon grundsétzlich dargelegt, dass man die Quantoren-Logik (bzw. die Pridikaten-
Logik) als eine Erweiterung der Aussagen-Logik verstehen kann. Insofern gilt:
- alle Gesetze der Aussagen-Logik gelten auch in der Quantoren-Logik
- es gibt spezifische Gesetze der Quantoren-Logik, die in der Aussagen-Logik nicht
darstellbar sind (dies sind genau die, die den Partikulir- oder Existenz-Quantor
verwenden)
Anbei ein Beispiel fiir die Darstellung eines Gesetzes in aussagen-logischer und quantoren-
logischer Form:
z. B. aussagen-logisch: XAY =Y
quantoren-logisch: Ax(Fx A Gx) = Ax(Gx)
bzw. vereinfacht A(X AY) = A(Y)
pradikaten-logisch: (Fx; A Gx1) A ... A (FXxq A GXp) = (GX1 A ... A GXy)
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2-2-0-2 DARSTELLUNGSFORMEN
Wie beschrieben (in 1-2-0-4) geht es hier im Grunde um eine Klassen-Logik, die man aber in
verschiedener Weise darstellen kann:

Das soll am Beispiel des quantoren-logischen Gesetzes ,,alle” = ,,einige* (verstanden als
,mindestens einige* — inklusiv) erldutert werden:

¢ Quantoren-Logik: Ax(Fx) = Vx(Fx)
e Pridikaten-Logik: Fx; A ... AFx, = Fx;v... v Fx,

e Mengen-Logik: FcG = FnaG

F M G kann man auch iibersetzen mit ,,F schneidet G*: Das entspricht ,,einige F sind G*.
FcG = F M G wire also zu deuten: wenn F Teilmenge von G ist, dann schneidet F
auch G.

Fir ,,F schneidet G verwende ich das Zeichen M1, also F M G. Dies darf nicht verwech-
selt werden mit F m G fiir ,,die Schnitt-Menge F n G*“. F M G ist eine Relation, F N G ist
eine Menge. Es ist bezeichnend, dass es fiir die Relation kein eingebiirgertes Zeichen gibt.

Denn genau wie sich in der Aussagen-Logik kein Relator findet, der ,,einige F sind G* aus-
driickt, so auch nicht in der Mengenlehre (die entsprechend der Aussagen-Logik 2-wertig ist).

2-2-0-3 LOGISCHES QUADRAT
Die wichtigsten analytischen klassen-logischen Relationen behandelt das sogenannte logische
Quadprat, das in einer aussagen-logischen Form schon eingefiihrt wurde.

e in normaler Sprache

)+
alle alle—
U ><t Y
- + + -
einige v, einige—

Das Zeichen ><" in der Mitte bezieht sich auf beide Diagonalen:
1. alle "><" einige— 2.allem "™><' einige

Zur Erinnerung die Wahrheitsverldufe der oben genannten Junktoren bzw. Relatoren:

XY A v >< \ - PEN

+ + + + - — + +

+ - - + + o+ - —

-+ - + + o+ + -
_l’_
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e cinfache Relationen
Einfache Relationen sind solche mit einer Pradikat-Variablen wie Ax(Fx) im Gegensatz zu
komplexen Relationen mit zwei oder mehr Pridikat-Variablen wie Ax(Fx — Gx).

Darstellung in Quantoren-Logik

Ax(Fx) T Ax—(Fx)
U ><t U
Vx(Fx) A Vx—(Fx)

Anmerkung zur Schreibweise. Man kann Ax—(Fx) oder Ax(—Fx) schreiben.

Darstellung in Individuen-Logik (Prddikaten-Logik)

++
Fxi A ... AFx, | —Fxi A ... A=Fx,
U > U
+ +
Fx;v ... vFx, Vv —Fx; v ... v—=Fx,

e Komplexe Relationen
Komplexe Relationen enthalten mindestens zwei Pradikat-Variablen (,F’ und ,G’). Ich bringe
hier nur eine Realisation des logischen Quadrats, spater werden Variationen vorgestellt.

Ax(Fx = Gx) T Ax—(Fx = Gx)
U ><t y
Vx(Fx - Gx) A Vx—(Fx - Gx)

2-2-0-4 GESETZE
Im Folgenden eine Ubersicht iiber wichtige Gesetze der Quantoren-Logik. Im spiteren Text
werden weitere Gesetze vorgestellt und vor allem problematische Gesetze diskutiert.

e cinfache Relationen

Aquivalenzen
Ax(Fx) = —Vx—(Fx)
Ax—(Fx) = —Vx(Fx)
—Ax(Fx) = Vx—(Fx)
-Ax—(Fx) < Vx(Fx)
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Schliisse (die aus den Aquivalenzen folgen, eine Auswahl)
Ax(Fx) = —Vx—(Fx)
Ax—(Fx) = - Vx(Fx)
—Ax(Fx) = Vx—(Fx)
-Ax—(Fx) = Vx(Fx)

Schliisse (die nicht aus den Aquivalenzen folgen)

Ax(Fx) = Vx(Fx)
—Ax(Fx) — - Vx(Fx)
Ax—(Fx) = Vx—(Fx)
-Ax—(Fx) <« —Vx—(Fx)

e komplexe Relationen

Aquivalenzen
Ax(Fx — Gx) = —Vx—(Fx - Gx) < —Vx(Fx A =Gx)
Ax—(Fx — Gx) = —Vx(Fx - Gx) = —Vx—(Fx A =Gx)
—Ax(Fx — Gx) = Vx—(Fx - Gx) = Vx(Fx A —Gx)
—Ax—=(Fx > Gx) < Vx(Fx = Gx) = Vx—(Fx A =Gx)

Schliisse (die aus den Aquivalenzen folgen, eine Auswahl)

Ax(Fx — Gx) = —Vx—(Fx - Gx)
Ax—(Fx — Gx) = —Vx(Fx - Gx)
—Ax(Fx — Gx) = Vx—(Fx - Gx)
—Ax—(Fx — Gx) = Vx(Fx - Gx)

Schliisse (die nicht aus den Aquivalenzen folgen)
Ax(Fx — Gx) = Vx(Fx = Gx)
—Ax(Fx — Gx) &= - Vx(Fx - Gx)
Ax—(Fx — Gx) = Vx—(Fx - Gx)
—Ax—(Fx — Gx) = —Vx—(Fx - Gx)

Durch Verwendung einer spezifischen Individuen-Konstante x; sind zusétzlich z. B. folgende
Schliisse moglich:

Ax(Fx) = Fxj

Ax—(Fx) = —Fx;

Fx; = Vx(Fx)

—Fx; = Vx—(Fx)

Prddikaten-logisch ergibt sich:
Fxi A ... AFxy, = Fx;
—Fxi A ... A =Fxp = —Fx
Fx; = Fx;v...vFx,
—Fx; = —=Fx; v... v—Fx,

Beispiel fiir Fx; A ... A Fx, = Fx;: Wenn gilt, x; ist Mensch und x; ist ein Mensch und ... und
X, st ein Mensch, dann ist auch x; (ein beliebiges bestimmtes x) ein Mensch.
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2-2-0-5 WAHRHEITS-TAFELN

In der Aussagen-Logik kann man die Giiltigkeit einer Relation durch die Wahrheitstafeln
problemlos tiberpriifen. Dabei ergibt sich die Giiltigkeit der Gesamt-Relation aus der Giiltig-
keit der Einzel-Relationen (bzw. Einzelfaktoren). In der Quantoren-Logik ist das schwieriger.
Man kann nicht einfach aus den Wahrheitstafeln der Aussagen-Logik Wahrheitstafeln fiir die
Quantoren-Logik ableiten. Dennoch gibt es verschiedene Moglichkeiten. Ausfiihrlich, fiir
Spezialisten, gehe ich darauf erst im Exkurs zu diesem Kapitel 2 ein. Hier erfolgt eine Kurz-
fassung. Dabei konzentriere ich mich auf eine semi-analytische Relation, weil deren Wahr-
heitstafel interessanter ist. Auf die Wahrheitstafeln synthetischer quantoren-logischer Relati-
onen bin ich in 1-2-1-4 eingegangen.

Als Beispiel nehme ich den semi-analytischen Schluss Vx(Fx) —— Ax(Fx). Ich bringe
nachfolgend die wichtigsten Wahrheitstafeln (analog zur Aussagen-Logik), wobei ich zur U-
bersichtlichkeit darauf verzichtet habe, + durch A bzw. V und — durch —A bzw. -V darzustel-
len (zur Erlduterung 1-2-1-4).

e normale Wahrheitstafel:
Vx(Fx) — Ax(Fx)

+ + o+
+ -
+ -
_ + -

Die Einsetzung der Wahrheitswerte fiir Vx(Fx) und Ax(Fx) erklirt sich wie folgt: bei 2 Vari-
ablen entspricht Vx(Fx) pradikaten-logisch Fx; v Fx, und aussagen-logisch X v Y; Ax(Fx)
entspricht pradikaten-logisch Fx; A Fx; und aussagen-logisch X A'Y.

Um zu priifen, ob ein Ausdruck @, @, ,..., @, tautologisch, kontradiktorisch oder semi-
analytisch ist, geniigt es normalerweise, nur die ersten zwei Glieder zu priifen.

e konjunktive Wahrheitstafel (2. und 3. Zeile sind gleich)
[Vx(Fx) A Ax(Fx)] = [Vx(Fx) —> Ax(Fx)]

1. + + + o+ +
2. + - -+ -
3. + - -+ -
4. - - -+ +

Dazu folgende Einzel-Relationen, welche alle Tautologien sind

I. [Vx(Fx) A Ax(Fx)] = [Vx(Fx) —> Ax(Fx)]
2. [Vx(Fx) A —=Ax(Fx)] = —[Vx(Fx) —> Ax(Fx)]
3. [Vx(Fx) A =Ax(Fx)] = —[Vx(Fx) —> Ax(Fx)]
4. [-Vx(Fx) A =Ax(Fx)] = [Vx(Fx) —> Ax(Fx)]

o Implikative Wahrheitstafel (mit implikativen Relationen)
Imp Vx(Fx) —> Ax(Fx)

I. + + + Vx(Fx) — Ax(Fx) +--4)
2. + + - Vx(Fx) — —Ax(Fx) -++4)
3. + + - Vx(Fx) —> —Ax(Fx) -++4)
4 - + - —Vx(Fx) = —Ax(Fx) +++4)
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Erlduterung und sprachliche Formulierung der Zeilen der implikativen Wahrheitstafel:

1. Zeile: zentrale, definierende Zeile

2./3. Zeile: sind (in dieser vereinfachten Darstellung) gleich

4. Zeile: nur hier liegt ein strenger Schluss vor, und zwar weil —-Vx(Fx) = —Ax(Fx) die
Kontraposition des strengen Schlusses Ax(Fx) = Vx(Fx) ist.

Zeile: Wenn Vx(Fx), dann folgt moglicherweise, dass Ax(Fx)
Zeile: Wenn Vx(Fx), dann folgt moglicherweise, dass —Ax(Fx)
Zeile: Wenn Vx(Fx), dann folgt moglicherweise, dass —Ax(Fx)
Zeile: Wenn —Vx(Fx), dann folgt notwendig, dass —Vx(Fx

Eala S e

e Komplexe Relationen

Wir haben bisher nur einfache Relationen der Form Vx(Fx) —— Ax(Fx) behandelt, weil sich
hier die Wahrheitstafeln iibersichtlicher darstellen lassen. Was ist aber mit komplexen Relati-
onen der Form Vx(Fx —» Gx) —> Ax(Fx — Gx)? Insofern der Ausdruck in der Klammer
gleich ist (z. B. Fx — Gx), es also nur um die Verhéltnisse zwischen den Quantoren geht,
gelten im Wesentlichen die oben gemachten Aussagen.

Schwieriger ist es, wenn der Ausdruck in der Klammer (und ggf. zusitzlich die Quantoren)
unterschiedlich sind, also z. B.: Ax(Fx - Gx) —— Vx(Fx A Gx). Hier hat es wenig Sinn,
eine direkte quantoren-logische Wahrheitstafel aufzustellen, weil die Struktur in der Klammer
eine Rolle spielt. Sondern man muss eine prddikaten-logische Analyse vornehmen. Fiir n = 2
ergibt sich: (Fx; & Gx)) A (Fx; > Gxp) —> (Fx1 A Gx1) v (Fx2 A Gxp).

Dabei verwende ich erstmals die {ibersichtlichere Wahrheitswertetafel in Tabellenform.

FX] — GX] A FX2 — GX2 R — FX1 A GX1 \4 FX2 A GXz
L+ |+ |+ 1+ |+ [+ ]+ + 1+ [+ |+ 1+
2 |+ |+ |+ -1t — + |+ 1+ 1+ 11+ |- |-
31+ 1+ 1+ 1+ - [+ |+ + |+ 1+ 1+ 1+ - |- |+
4 |+ |+ |+ |+ 1= |+ |- + |+ 1+ 1+ 1= |- |-
5 1+ - 1= 1=+ [+ |+ + 1+ |- - |+ 1+ [+ |+
6 |+ |- 1- 1-1+ [- |- + |+ -1- -1+ |- |-
7T 1+ -1 -1 [+ |+ + 1+ -1- -1 |- |+
8 1+ - - |I-1- |+ |- + 1+ - 1- 1-1- |- |-
9 |- |+ [+ I+ |+ [+ [+ + |- [- [+ 1+ |+ [+ |+
10 |- |+ |+ -1+ |- |- + - -1+ -1+ |- |-
- |+ |+ |+ - [+ |+ - 1- -1+ -1 |- |+
12 |- |+ |+ |+ 1- |+ |- - 1- -1+ -1 |- |-
13 1- |+ |- |+ 1+ [+ |+ + |- - 1- 1+ 1+ |+ |+
14 1- |+ |- -1+ |- |- + - -1- -1+ |- |-
IS |- |+ |- |+ - [+ |+ -1- -1 11 |- |+
16 1- |+ |- |+ |- |+ |- - 1- -1- 1-1- |- |-

Bei Ax(Fx —» Gx) — Vx(Fx A Gx handelt es sich also um eine semi-analytische Relation.
Denn unter dem Zentral-Relator —— kommen + und — vor. Um hier generell von einer se-
mi-analytischen Relation zu sprechen, reicht die Priifung fiir n = 2.

Fazit: auch wenn es nicht so einfach ist wie in der Aussagen-Logik, man kann vor allem
einfache quantoren-logische Relationen sehr wohl mittels Wahrheitstafeln tiberpriifen bzw.
beweisen. Am sichersten sind dabei prddikaten-logischen Wahrheitstafeln.
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2-2-1 Implikation

2-2-1-1 TAUTOLOGIE

Auch hier sei wieder unterschieden zwischen

- allgemeinen aussagen-logischen Gesetzen, die auch quantoren-logisch gelten
- speziellen quantoren-logischen Gesetzen (die aussagen-logisch nicht gelten)
- speziellen prddikaten-logischen Gesetzen (die quantoren-logisch nicht gelten)

Dazu folgendes aussagen-logisches Beispiel: Modus ponens bzw. analog: (X > Y)A X =Y
e Aussagen-logisches Gesetz in quantoren-logischer bzw. pradikaten-logischer Form
Ax(Fx = Gx) A Ax(Fx) = Ax(Gx)
Vereinfacht: A(X — Y) AAX) = A(Y)
(Fx; > Gx) A ... A(Fxp > Gxp) A (FXp A LoAFX) = (G Ao A GXy)
e Speziell quantoren-logisches Gesetz
Ax(Fx — Gx) A Vx(Fx) = Vx(Gx)
Vereinfacht: A(X — Y) A V(X) = V(Y)
(Fx; > Gx) A ..o A(Fxp > Gxp) A (FXp V.o VFXy)) = (Gx) Vv ... v GXy)
e Speziell pradikaten-logisches Gesetz
Ax(Fx — Gx) A Fx; = Gx
(Fx; > Gx) A ... A(Fxy > Gxp) A Fxj = Gxg

Ax(Fx —» Gx) A Vx(Fx) = Vx(Gx) ist aussagen-logisch nicht darzustellen, weil es fiir den
Partikulir-Quantor V kein Aquivalent in der Aussagen-Logik gibt.

Die Formalisierung Ax(Fx — Gx) A Fx; = Gx; konnte annehmen lassen, dieses Gesetz las-
se sich doch rein quantoren-logisch darstellen. Aber in der eigentlichen Quantoren-Logik
kommen keine Individuen-Konstanten wie x; vor, sondern nur Individuen-Variablen wie X, y,
die durch Quantoren gebunden werden. Dasselbe gilt fiir Ax(Fx — Gx) A =Gx; = —Fx;.

Ein wichtiges und unmittelbar einleuchtendes Gesetz der (traditionellen) Klassen-Logik ist:
,»Wenn alle F auch G sind, dann sind einige G auch F*. Dieses will ich hier analysieren.
Die folgende Grafik veranschaulicht das Gesetz.

Formal: Ax(Fx — Gx) — Vx(Gx — Fx) bzw. Ax(Fx - Gx) —> Vx(Fx « Gx).

Ich verwende hier aber nur den Pfeil fiir semi-analytische Implikation. Denn bei der Normal-

Implikation bzw. der normalen Quantoren-Logik gilt dieses Gesetz nicht tautologisch.

Zum Beweis per Wahrheitstafel wird die Relation zunéchst in Prddikaten-Logik tibersetzt.

(Fx; > Gx; A ... A Fxy > Gxy) — (FX1 - Gx; v ... v Fx, <« Gxy).

Nun habe ich schon erldutert: um den logischen Status (tautologisch, semi-analytisch oder

kontradiktorisch) einer Relation zu priifen, geniigt es normalerweise, von n = 2 auszugehen.
D. h.: (Fx; > Gx; A Fx; > Gxp) —> (Fx; <~ Gx; v Fxp < Gx)).

Das kann man vereinfacht quasi aussagen-logisch schreiben:
(X] —)Yl A\ Xz—)Yz) —> (X] (—Yl \ Xz(—Yz).

Ich spreche von quasi aussagen-logisch, weil die Indizes im Grunde prddikaten-logisch sind.
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Dafiir stelle ich nun eine Wahrheitstafel auf. Dabei verwende ich wieder die Wahrheitswerte-
tafel in Tabellenform, welche fiir mehrere Variablen {ibersichtlicher ist.

Ax(Fx - Gx) —> Vx(Fx « Gx)

Xi|= | YA | Xo| o | V2] — [ Xi | | Y]V [ X2« | Y2
1 |+ |+ [+ |+ |+ |+ [+ ]+ |+ [+ |+ |+ ]|+ [+ |+
21+ |+ 1+ =1+ |= =1+ |+ |+ [+ |+ |+ |+ |-
3+ 1+ + ]+ |-+ I+ + |+ |+ |+ |+ — |+
4 |+ |+ |+ |+ = |+ =1+ |+ |+ [+ ]|+ ]= |+ |-
S+ = i=]=I1+ [+ |+ + |+ [+ |=|+ ]|+ [+ |+
6 |+ |- |=|-1tI=-|-1+ T |t |-+t |t |-
T+ == 1]=1=1(++1+ |+ [+ |=|+]=-|= |+
8|1+ = |=]=1]=-1+ 1=+ |+ |+ |=|+]|=- |+ |=
9 |- |+ [+ |+ |+ |+ [+ + |- = |+ |+]|+ [+ |+
0= |+ [+ =1+ 1=1l=1+ |- |= |+ |+ 1+ [+ |=
1= |+ |+ |+ =+ |+ = 1|=-1=1+]=1= |- |+
2= |+ [+ 1+ 1=-1+=1+ |- = |+1+1]- |+ |-
Bl |+ =+ |+ |+ [+ ]+ |- [+ |= |+ ]|+ [+ |+
4dl- [+ ==+t |= =1+ |-+ |=1F1|+F |+ |-
5| |+ =+ |-+ [+ + |- [+ |=|+]- |- |+
6l |+ =1+ =1+ =1+ |-+ |=]1+1]= |+ |=

Die Tafel ist zwar nur in einer Welt (bzw. einer, der 11. Zeile) ungiiltig, aber das reicht dafiir,
dass dieses Gesetz nicht generell, nicht tautologisch gilt, sondern nur semi-analytisch ist.
Man konnte allerdings einwenden, dass man ,,einige G sind F* meistens mit Vx(Gx A Fx)
formalisiert und nicht mit Vx(Gx — Fx). Man sollte den Schluss daher nicht so schreiben:
Ax(Fx > Gx) = Vx(Gx — Fx) (Hypothese)
Sondern:
Ax(Fx —> Gx) = Vx(Gx A Fx)  (Hypothese)
Aber auch dies ist kein strenges Gesetz. Um das zu beweisen, verwenden wir zunéchst das
Vertauschungsgesetz: Vx(Fx A Gx) < Vx(Gx A Fx)
Es geniigt also zu zeigen, dass folgende Relation kein strenges Gesetz ist:
Ax(Fx > Gx) = Vx(Fx A Gx) (Hypothese)
Es gilt nur semi-analytisch: Ax(Fx - Gx) — Vx(Fx A Gx)
Diesen Beweis werde ich gleich in 2-2-1-3 ausfiihrlich demonstrieren. Bleibt festzuhalten:
Das gut bewéhrte, klassische Gesetz ,,wenn alle F auch G sind, dann sind einige G auch F* ist
bei den iiblichen Formalisierungen der Quantoren-Logik nicht giiltig.

2-2-1-2 KONTRADIKTION
Hier sei daran erinnert, dass die Implikation nur kontradiktorisch ist, wenn von einer Tautolo-

gie auf eine Kontradiktion geschlossen wird: also Tautologie # Kontradiktion. Dazu nur
zwei Beispiele:
e aussagen-logisches Gesetz in quantoren-logischer Form
Ax(Fx "v' —Fx) # Ax(Fx “A—Fx)
¢ quantoren-logisches Gesetz
Ax(Fx "v' —Fx) # Vx(Fx A" —Fx)
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2-2-1-3 SEMI-ANALYTISCH
Als wesentliche Gesetze der traditionellen Quantoren-Logik bzw. Klassen-Logik gelten:

Alle = einige und alle— = einige—
In der Formalisierung Ax(Fx — Gx) = Vx(Fx — Gx) gilt dieses Gesetz bei der Verwendung
der Implikation. Wie in 1-2-3-4 beschrieben, findet man aber am hdufigsten in der logischen
bzw. wissenschaftstheoretischen Literatur folgende Formalisierungen:

Alle F sind G: Ax(Fx - Gx)
Einige F sind G: Vx(Fx A Gx)
Alle F sind nicht G: Ax(Fx - —Gx)
Einige F sind nicht G: Vx(Fx A —=Gx)

Bei diesen Formalisierungen ist der Schluss von ,,alle” auf ,,einige* aber nur semi-analytisch,
nicht tautologisch. Ebenso der Schluss von ,,alle nicht* auf ,,einige nicht“. Es gilt hier also:
Alle —= einige bzw. alle —— einige (und entsprechend), konkret bedeutet das:

Ax(Fx > Gx) —— Vx(Fx A Gx)
Ax(Fx —» =Gx) —> Vx(Fx A =Gx)

Das kann man zeigen, indem man die Kl/assen-Relationen (,,quantoren-logischen* Formeln) in
Individuen-Relationen (,,pradikaten-logische Formeln) iibersetzt, flir die sich Wahrheitstafeln
angeben lassen. Noch eleganter soll das spiter im quantitativen Modell gezeigt werden.
Fir Ax(Fx > Gx) —— Vx(Fx A Gx) schreibt man pridikaten-logisch:

(Fx; = Gx) A (Fxo > Gx2) Ao A(Fxp— GXx,) —

(Fx; A Gx)) v (Fxo A GX3) Vv...v (Fx, A GXy)
Zwar kann man (praktisch) die Wahrheitstafeln nicht fiir alle n angeben, aber es geniigt ja zu
zeigen, dass jeweils in einem Fall die Folge ® = ¥ nicht erfiillt ist, dann bedeutet das bereits
® —— V¥, also einen nur semi-analytischen Schluss.

Da eine Implikation Fx; — Gx;in der letzten Zeile der Wahrheitstafel immer positiv (+) ist,
muss auch die Konjunktion solcher Implikationen in der letzten Zeile der Wahrheitstafel posi-
tiv sein. Andererseits ist eine Konjunktion Fx; A Gx; in der letzten Zeile der Wahrheitstafel
immer negativ (—). Somit muss eine Disjunktion dieser Konjunktionen in der /etzten Zeile der
Wabhrheitstafel negativ sein. Die Implikation X — Y ist ja aber so definiert, dass sie negativ
ist, wenn das Vorderglied positiv und das Nachglied negativ ist. D. h. dass die Wahrheitstafel
fiir die Gesamtformel (mindestens) in der letzten Zeile negativ sein muss.

Entsprechend lieBe sich Ax(Fx — —-Gx) — Vx(Fx A —=Gx) beweisen.
Ich bringe als Veranschaulichung unten wieder die Wahrheitstabelle fiir n = 2, also fiir
(Fx; = Gxp) A (Fxo > Gx2) — (Fxi1 A Gx1) v (Fx2 A GXx2)
Theoretisch lieBen sich auch andere Formalisierungen denken, z. B.
(Fx; —> Gx;)) —> (Fx; A Gxp) v (Fxo A Gxp) A
(Fx2 > Gxp)— (Fx1 A Gx1) v (Fx2 A GXx2).
Aber ich halte die nicht fiir realistisch.

Ich iibersetze die prddikaten-logische Formalisierung wieder in eine vereinfachte quasi aus-

sagen-logische Formalisierung:
d. h. anstelle von (Fx; = Gx;) A (Fx2 > Gx2) —> (Fx; A Gx)p) v (Fxa A GXp)
nun (Xl —> Y]) AN (X2 —> Yz) —> (X] VAN Y]) \Y (X2 AN Y2)
Es zeigt sich auch hier:
(X1 - Yl) AN (X2 —> Yz) —_—> (X1 AN Yl) \Y (X2 VAN Yz) und damit:
Ax(Fx > Gx) —— Vx(Fx A Gx) ist nicht tautologisch.
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Ax(Fx - Gx) —— Vx(Fx A Gx)

Xi|o [ YA | X [ Vo l— )Xo A [ Y]V | XA [ Y2
Lo+ |+ [+ |+ 1+ 2L+
N B B I B R E
L E R B B B E R B
4 |+ [+ [+ 1+ -1+ -1+ |+ 1+ [+1+1-1-1-
S - -1+ 101+ -1+
6 |+ - -1-1+1-1-1+ 1+ [-1-1-1+1- |-
T 1+ -1-1-1-1+ 1+l - 1-1-1-1-1+
S 1+ 1-1-1-1-1+ -1+ =+1-1-1-1-1-1-
L R B B R I E e E R
100 -1+ +1-1=1-1-1+ 1-1-1+1-1+1- |-
-1+ |+ 1+ 1++1-1--1-1+1--11-1+
12 1-1++1+1-1+1-1-1-1-1+1-1-1-1-
Bl-1+ |-+ + 1+ [+01+ |-1- -1+ 1+ |+ [+
4 1-1+-1-1=+1-1-1+1-1-1-1-1+1-I|-
IS5 1-1+-1+1-1+1+1-1-1-1-1-1-1- 1+
6 |-+ -1+1-1+1-1=-1-1-1-1-1-1- |-

Dies bestdtigt noch einmal, dass der Schluss von ,alle” auf ,einige in der Formulierung
Ax(Fx > Gx) —— Vx(Fx A Gx) nicht tautologisch ist, entsprechend der Schluss von ,,alle
nicht* auf ,,einige nicht”. Da die Gesetze ,,alle = einige* und ,alle— = einige—,, aber
erstens allgemein anerkannt und zweitens sehr wesentlich fiir die Bedeutung von ,,alle” und
»einige* sind, muss man die oben genannte formale Interpretation von A//-Sétzen und Parti-
kuldr-Scitzen als sehr problematisch einstufen (dazu spéter weitere Argumente).

Man kann allerdings Ax(Fx — Gx) —— Vx(Fx A Gx) in einen strengen Schluss iiberfiih-
ren. Dazu muss man folgende Zusatzhypothese einfiihren: Ax(Fx). Im Ganzen:

Ax(Fx = Gx) A Ax(Fx) = Vx(Fx A Gx)

In dieser Form ist der Schluss zwar tautologisch. Das werde ich im quantitativen Punkt 2-5
beweisen. Aber die Einfithrung von Ax(Fx) ist durchaus problematisch.

Angenommen folgendes Beispiel:
,Fir alle x gilt: Wenn sie Menschen sind, sind sie sterblich, impliziert logisch: Fiir (mindes-
tens) einige x gilt: sie sind Menschen und sie sind sterblich®. Die Zusatzhypothese lautet
dann: ,,Alle x sind Menschen‘ — und das ist sehr unrealistisch.

Eine viel elegantere Losung erlaubt die Positiv-Implikation, wie ich spéter zeigen mochte.

2-2-1-4 REPLIKATION UND AQUIVALENZ
Fiir die Replikation gilt im Wesentlichen das fiir die Implikation gesagte, daher soll hier auf
eine gesonderte Darstellung verzichtet werden.

Die wichtigsten quantoren-logischen Aquivalenzen sind die Umformungen von Relationen
mit dem Al//-Quantor A in solche mit dem Partikuldr-Quantor V. Allerdings kann man anstatt
von Aquivalenzen auch von Definitionen ausgehen, was aber logisch kaum einen Unterschied
macht, beide gelten notwendig: z. B.: A(X) =¢¢ = V—(X).

Alle nicht einige nicht AX) < =V=a(X)
Alle nicht nicht einige AX) & VX
Nicht alle einige nicht —AX) & Va(X)

Nicht alle nicht einige —A-(X)= V(X)
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Das ist hier jeweils die Darstellung in der verkiirzten Form, voll ausgeschrieben lautete die
obige Aquivalenz z. B.: Ax(Fx = Gx) < —V—( Fx = Gx)

2-2-1-5 SYLLOGISMUS
Mit Syllogismus bezeichnet man traditionell eine Form von Quantoren-Logik, die mit
3Variablen (M, S und P) operiert — und nicht mit 2, wie hier bisher dargestellt. Der Syllogis-
mus geht auf Aristoteles zuriick. Man unterscheidet 4 Figuren mit insgesamt ca. 20 giiltigen
Schliissen (die genaue Anzahl ist umstritten: 15, 18, 19 oder 24).

Der Syllogismus arbeitet auch mit den vier genannten Urteilen (entsprechend Relationen),
er benennt sie mit den Buchstaben a, ¢, i, 0

a: alle z.B.:SaP alle S sind P

e: alle nicht z.B.:SeP alle S sind nicht P

i: einige z.B.:SiP einige S sind P

o: einige nicht z.B.:SoP einige S sind nicht P

S = Subjekt, P = Pradikat, M = Mittelbegriff

Ein bekannter Syllogismus ist: (SaM)A (M aP) = (SaP) (bzw. zuerst M a P)
Quantoren-logisch z. B.: Ax(Fx — Gx) A Ax(Gx - Hx) = Ax(Fx — Hx)
Aber man schreibt einen Syllogismus normalerweise anders, vertikal:

SaM Ax(Fx — Gx)
MaP Ax(Gx — Hx)
SaP Ax(Fx — Hx)

Diesen Syllogismus veranschaulicht das folgende Diagramm:

Manche Syllogismen lassen sich mit der herkémmlichen Implikation nicht darstellen, sondern
nur mit der Positiv-Implikation. Im Grunde gibt es hier dieselben Probleme, die ich fiir die
Quantoren-Logik beschreibe.

Der Bereich der Syllogismen ist sehr umfangreich, ich kann hier nicht ausfiihrlich darauf
eingehen. An spiterer Stelle, vor allem bei der quantitativen Logik, wird das Thema noch
genauer behandelt.

2-2-2 Positiv-Implikation

2-2-2-1 TAUTOLOGIE

Zum grofBBen Teil gelten die gleichen Schliisse wie bei der normalen Implikation, z. B.:
Ax(Fx *— Gx) A Fx; *= Gx;
Ax(Fx *— Gx) A Ax(Fx) * = Ax(Gx)
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Allerdings gibt es auch Unterschiede:

e ,Wenn alle F auch G sind, dann sind mindestens einige G auch F*
Wir hatten gesehen, dieses wichtige Gesetz gilt nicht bei Verwendung der Normal-
Implikation, aber bei Verwendung der Positiv-Implikation: Ax(Fx *— Gx) *= Vx(Fx <* Gx)
In der folgenden Tabelle ist noch einmal der Schluss (in vereinfachter priadikaten-logischer
Formalisierung) mit der normalen Implikation angegeben. Dieser ist nur in Zeile 11 ungiiltig
(-). Es geniigt somit zu zeigen, dass bei der Positiv-Implikation in dieser Zeile ein + steht
(denn wenn die Implikation ein + hat, hat die Positiv-Implikation kein —, sondern auch ein +
oder u. U. ein [}, was aber einen strengen Schluss nicht verhindert.

Xi|o [ Yi|A | Xo| o [ Vo [— [ Xi |« [Yi]Vv | Xo[« | Y2
L+ |+ |+ |+ [+ [+ + |+ T+ T+ [+ |+
2+ 1+ 1+ -1+ |-|-|* |+ |t |+ |t |+ |T |-
3+ |+ |+ 1+ -+ 1+ 1+ |+ |+ 1= |+
4 [+ |+ |+ 1+ -1+ -1+ |+ |1+ 11t |-
S+ |- |- |-+ [+ |+ 1+ |+ |t |- |+ [T |+
6 |+ |= |= |-+ |- |= + + |+ =+ |+ |+ =
T+ -1-1-1-+ 1+t |+ |-t |+
8 1+ |- |- ==+ =]+ J+ [T =]t |- 1+ |-
91— |+ |+ |+ + 1+ 1+ |- |-+ + [+ |+
10— |+ |+ |-+ - |-1+ |- |-+t + [t |-
-+ |+ |+ -1+ +1-1-1-1+1-1-1- |+
R21-(+ [+ +1-1+/-1+ |-1-1+1+]- |+ |-
Bl- |+ |- |+ + [+ |+ |+ |-t |-+ [+ |+
“l-l+=-1-1+1=-1-1+t |-+ 1=-1F|+ |t |-
ISf— |+ |- |1+ |-+ + 1+ |-t |-t |- |+
wol-|l+/-1+1-1+1-1+t |-/ 1=-1F1|- T |-

Wenn man die verkiirzte Wahrheitstafel der Positiv-Implikation verwendet, ist die Sachlage
eindeutig. Denn man kann (u. a.) die Zeilen 9 — 16 streichen, weil dort von negativem X, ge-
schlossen wird, und solche Schliisse sind nicht relevant. Da der Zentral-Relator eben nur in
der 11. Zeile ungiiltig ist, tritt dieser Fall also (in den Zeilen 1 — 8) gar nicht auf.

Schwieriger wird es, wenn man mit der vollstindigen Wahrheitstafel operiert. Hier ergibt
sich z. B. das Problem, wie deutet man?

OA Y OAY

0o -0
Nur im zweiten Fall erhdlt man einen strengen Schluss Ax(Fx *— Gx) *= Vx(Fx «* Gx),
weil dann ndmlich in der 11. Zeile anstatt dem — ein ,,unschadliches® [J steht.

Ein Problem besteht darin, dass das Zeichen [ (,,undefiniert®) primér nur flir die Positiv-
Implikation bestimmt ist, flir andere Relatoren wie A miissten noch valide Deutungen ausge-
arbeitet werden.

Man kann aber auch deswegen hier auf eine genauere Analyse verzichten, weil sich der Be-
weis im quantitativen Modell einfach und elegant fiihren l4sst.

e . Wenn alle F auch G sind, dann sind mindestens einige F auch G*
Wir hatten gesehen, dieses wichtige Gesetz gilt in der iiblichen Formalisierung nicht bei Ver-
wendung der Normal-Implikation: Ax(Fx — Gx) —= Vx(Fx A Gx)
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Aber es gilt bei Verwendung der Positiv-Implikation: Ax(Fx *— Gx) *= Vx(Fx A Gx).
In der folgenden Tabelle ist zunédchst noch einmal die Relation unter Verwendung der norma-
len Implikation angegeben (in vereinfachter Formalisierung):

Ax(Fx - Gx) —> Vx(Fx A Gx)

Xi|> YA | X [ Vo — )Xo A [ Y]V | X2 A [ Y2
| E R B B I E e B R
2 I+ + 0+ 1=-1+1-1-1+ 1+ |+ |+]1+ ]|+ |- |-
L E R R B B B B R B
4 |+ [+ 1+ 1+ -1+ 1-1+ 1+ 1+ +1+1-1-1-
S I+l 1+ 1+1+ 1+ - 1-1+1+ [+ [+
6 I+ - -1+ 1-1-1+ 1+1-1-1-1+1-I-
T+ -1-1-1-1+ 1+l - 1-1-1-1-1+
8 1+ - 1-1-1-1+ -1+ 1+ /1-1-1-1- |- |-
9 |-+ |+ |+ 1+ |+ |+ 1+ 1= 1- 1+ 1+ |+ |+ |+
10 )-1+1+1-1+1-1-1+1-1-1+1-1+1-1-
-1+ +1+1=-1++1-1-1-1+1-1"1-1+
21-++1+1-1+1-1-1-1-1+1-1- |- |-
Bl-1+ -+l + =1+ 1-1- -1+ 1+ [+ |+
41-1+-1-1=+1--1+1-1-1-1-1+1-I|-
IS5 )-1+-1+1-1+1+1-1-1-1-1-1-1- |+
6 |-+ -1+1-1+1-1-1-1-1-1-1-1- |-

Wie man sieht: Der (partielle) Schluss ist in den Zeilen 11, 12, 15 und 16 ungiiltig (-). Es
geniigt somit zu zeigen, dass bei der Positiv-Implikation in diesen Zeilen ein + oder ein [
steht, dann ist Ax(Fx *— Gx) *= Vx(Fx A Gx) als strenger Schluss gesichert.

Wenn man wieder die verkiirzte Wahrheitstafel der Positiv-Implikation verwendet, ist die
Sachlage eindeutig. Denn man kann (u. a.) die Zeilen 9 bis 16 streichen, weil dort von negati-
vem X, geschlossen wird, und solche Schliisse sind unbestimmt, also nicht relevant. Alle un-
giiltigen Felder treten aber erst in den Zeilen ab 9 auf, eben 11, 12, 15 und 16.

2-2-2-2 KONTRADIKTION

Wie in 2-1-2-2 ausgefiihrt: Bei der Kontradiktion gilt fiir die Positiv-Implikation Anderes als
fiir die normale Implikation. Sie ist nicht nur kontradiktorisch, wenn das Vorderglied tautolo-
gisch und das Nachglied kontradiktorisch ist. Sondern tiberhaupt, wenn das Nachglied die

Negation des Vorderglieds bedeutet, also: Position *# Negation.

Dabei ist zu bedenken: genauso wie gilt, eine Positiv-Implikation ist tautologisch, wenn
unter dem Zentral-Relator auBer + nur [ (undefiniert) steht, so gilt: die Positiv-Implikation ist
kontradiktorisch, wenn unter dem Zentral-Relator aul3er — nur [ steht.

Beispiele fiir Kontradiktionen sind:
Ax(Fx *— Gx) *# —Ax(Fx *— Gx)
Vx(Fx *— Gx) *# —=Vx(Fx *— Gx)

Diese Kontradiktionen gelten auch, wenn als Teil-Relationen die normale Implikation fun-
giert, also z. B.:

Ax(Fx — Gx) *# —Ax(Fx > Gx)
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2-2-2-3 SEMI-ANALYTISCH
Ein typischer semi-analytischer quantoren-logischer Schluss ist der von ,,einige* auf ,,alle®,
also z. B.: ,,Wenn einige Menschen Philosophen sind, dann sind alle Menschen Philosophen®.
Das ist zwar nicht kontradiktorisch, aber auch nicht streng folgerichtig.

Vx(Fx *— Gx) *—— Ax(Fx *—> Gx)
Andere semi-analytische Schliisse sind:

Vx(Fx *— Gx) *—— —Ax(Fx *—> Gx)

Vx(Fx *—> Gx) *—— Vx—(Fx *— Gx)
Diese oben genannten semi-analytischen Schliisse sind iibrigens mit der normalen Implikati-
on ebenfalls semi-analytisch giiltig.

2-2-2-4 REPLIKATION UND AQUIVALENZ

Fiir die Positiv-Aquivalenz gelten quantoren-logisch iiberwiegend die Aquivalenzen der nor-
malen Aquivalenz, etwa die klassischen Umformungen der Quantoren, hier in ausfiihrlicher
Schreibweise mit Individuenvariable x:

Alle nicht einige nicht Ax(Fx *> Gx) < —Vx—(Fx *—> Gx)
Alle nicht nicht einige A—(Fx *> Gx) < —-V(Fx *> Gx)
Nicht alle einige nicht —A(Fx *> Gx) < V—( Fx *> Gx)
Nicht alle nicht einige —A—(Fx *> Gx) < V(Fx *> Gx)

Die Replikation weist keine Besonderheiten auf, weshalb hier nicht gesondert auf sie einzu-
gehen ist.

2-2-2-5 IMPLIKATION UND POSITIV-IMPLIKATION
Folgende Beziehungen bestehen zwischen Implikation und Positiv-Implikation (ich verwende
dabei als Zentral-Relator die Implikation, weil ndmlich nur hier die Kontraposition gilt.)

o Ax(Fx *— Gx) = Ax(Fx - Gx)

Kontraposition: mAx(Fx - Gx) = —Ax(Fx *— Gx)

(Man konnte allerdings vertreten, dass sogar die Aquivalenz gilt. Aber dies erforderte kompli-
zierte Erlduterungen, auf die ich hier verzichten mochte.)

e Vx(Fx *— Gx) = Vx(Fx - Gx)

Kontraposition: =Vx(Fx —» Gx) = —Vx(Fx *— Gx)

Den Beweis fiir diese Gesetze werde ich im quantitativen Bereich bringen, denn quantitativ
ist dieser Beweis viel leichter und eleganter zu fiihren.

Nattirlich ist die Positiv-Implikation auch geeignet, Schliisse des Syllogismus darzustellen,
sogar viel geeigneter als die normale Implikation, mit der sich nicht alle Syllogismen darstel-
len lassen.

2-2-3 Systematik

Ich komme zuriick auf die 5 Modelle quantoren-logischer Relationen, die in 1-2-3 und 1-5-3
bereits vorgestellt wurden. Und zwar geht es dabei um komplexe Relationen, in denen jeweils
zwei Pradikate bzw. Eigenschaften F und G vorkommen. Es ist nun zu priifen, inwieweit die
anerkannten GesetzmifBigkeiten des logischen Quadrats gelten.
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Allerdings werden die Aussagen hier nicht alle im Einzelnen durch Wahrheitstafeln bewiesen.
Das erforderte, die quantoren-logischen Relationen zunéchst in prddikaten-logische Relatio-
nen umzuformen und fiir die dann umfangreiche und komplizierte Wahrheitstafeln aufzustel-
len. Zwar wurden alle Relationen durch solche Wahrheitstafeln gepriift, aber diese Tafeln
sollen im Text nur in Einzelfdllen aufgefiihrt werden. Ohnehin ist die Beweisfiihrung im
Rahmen der quantitativen Logik leichter und verstédndlicher.

Zunichst sei zur Erinnerung noch einmal das logische Quadrat dargestellt:

++
alle alle—

y ><t y

.. + + ..
einige Vv einige—

2-2-3-1 MODELL 1: IMPLIKATION UND NEGIERTE IMPLIKATION

Ax(Fx = Gx) T Ax—(Fx = Gx)
U > U
Vx(Fx - Gx) A Vx—(Fx - Gx)

Bei diesem Modell gelten alle analytischen Relationen des logischen Quadrats. Denn in der
Klammer steht immer dieselbe Ausdruck (Fx — Gx). Nur die Quantoren sind unterschied-
lich, und genau zwischen diesen unterschiedlichen Quantoren (einschlieBlich der Negationen)
gelten eben die Beziehungen des logischen Quadrats.

2-2-3-2 MODELL 2: IMPLIKATION UND NEGATIVE IMPLIKATION

Ax(Fx — Gx) Ax (Fx - =Gx)
U v U
Vx(Fx = Gx) A Vx (Fx - —Gx)

Wie man sieht, weichen bei diesem Modell mehrere Beziehungen vom logischen Quadrat ab.
So besteht in der Diagonalen keine Kontravalenz = kontradiktorischer Gegensatz, ("><"),
sondern nur die Disjunktion = subkontrirer Gegensatz ("\v").

Und auch zwischen Ax(Fx — Gx) und Ax(Fx — —Gx) besteht keine Exklusion, sondern
allenfalls die Disjunktion. Allerdings gibt es hier zwei Interpretationen zu unterscheiden:
Ax(Fx = Gx) 'V~ Ax(Fx > —Gx) und Ax[(Fx = Gx) V' (Fx > —Gx)]
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e Ax(Fx = Gx) v~ Ax(Fx - —GXx)

Zunichst zum ersten Modell: Wenn es auch erstaunen mag, in diesem Fall besteht zwischen
Ax(Fx — Gx) und Ax(Fx — —Gx) gar keine fautologische Beziehung (wenn man einmal von
dem fragwiirdigen Tautologator absieht), sondern nur eine semi-analytische Beziehung, z. B.
mit *v". Und da im logischen Quadrat nur tautologische Beziechungen eingetragen werden,
wiirde an dieser Stelle also gar nichts eingetragen.

Zum Beweis dieser These verwende ich wieder die Prddikaten-Logik. Ich stelle wieder
Ax(Fx = Gx) bzw. Ax(Fx — —Gx) der Einfachheit halber nur mit zwei x dar: x; und x; an-
statt mit n x. Das reicht wie gesagt um festzustellen, ob diese Struktur auch mit n x tautolo-
gisch, kontradiktorisch oder semi-analytisch ist, z. B. bei Verwendung des Disjunktors v:

(Fx; = Gx;) A (Fx; = Gxy) 'V (Fx; > —Gx;) A (Fx; = —Gxy)

Fxi| > |Gxi|A |[FX2| > |GX2] v [FXi| > [ =Gx A |FX2 | > | =Gx,
L+ |+ |+ =1+ [+ |+ + |+ |- |- -1+ |- |-
2 |+ |+ 1+ -1+ |- |- - |+ |- |- -1+ [+ |+
3 1+ 1+ 1+ 1+ 1= [+ |+ + |+ |- |- -1- |+ |-
4 |+ |+ |+ |+ - |+ |- + |+ |- [- - |- |+ |+
5 1+ -1 1-1+ [+ [+ - |+ |+ |+ -1+ |- |-
6 |+ - 1- -1+ |- |- + |+ |+ |+ + 1+ |+ |+
7T 1+ - 1= 1-1- [+ |+ + |+ |+ [+ + |- |+ |-
8 1+ - 1- |I-1- |+ |- + |+ |+ |+ + - [+ |+
9 |- |+ [+ I+ 1+ [+ |+ + |- |+ |- -1+ |- |-
10 - [+ |+ |- |+ |- |- + |- |+ |- + |+ [+ [+
- |+ |+ |+ 1- [+ |+ + |- |+ |- + - |+ |-
12 |- |+ |+ |+ 1- [+ |- + |- |+ |- + - |+ |+
13 1- |+ |- |+ 1+ [+ |+ + |- |+ |+ -1+ |- |-
14 1- |+ |- -1+ |- |- + |- |+ |+ + 1+ |+ |+
15 |- |+ |- |+ 1- [+ |+ + |- |+ |+ + - |+ |-
16 |- |+ |- |+ 1- [+ |- + |- |+ |+ + - [+ |+

Ich stelle diese Struktur zusitzlich mit einer modifizierten Wahrheitstafel dar. Es werden da-
bei nicht die Wahrheitswerte aller einzelnen Variablen wie Fx; und Gx; aufgefiihrt, sondern
nur die der komplexeren Relationen wie (Fx; — Gx;). Auch wird die Wahrheitstafel nicht
vertikal, sondern horizontal dargestellt; auerdem wird der Relator, hier z. B. das A, in der 3.
Zeile geschrieben, dann kommt in der 4. Zeile der Zentral-Relator v und in der 5. Zeile wider
der Relator A, der in der normalen Wahrheitstafel zwischen Fx; — —Gx; und Fx, - —Gx,
steht. Dadurch wird eine bessere Ubersichtlichkeit und Platzersparnis erreicht.

Fx;,—»>Gx; ++++————++++++++
Fx,>Gx, +—+++—-4+++—+++—-++
A +—++————+—-+++—-++
v +—++—+++++++++++
R +++—+++—+++
Fxj > -Gx;y ————++++++++++++

Fxo > —-Gxy —+++—-+++—+++—-+++
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Zur Erliduterung: In der quantoren-logischen bzw. priadikaten-logischen Wahrheitstafel kom-
men sdmtliche Kombinationen von Ax(Fx — Gx) und Ax(Fx — —Gx) vor, also + +, + —, — +,
— —. Wenn V' gelten sollte, dann diirfte die Kombination — — nicht vorkommen, wenn | gel-
ten sollte, diirfte die Kombination + + nicht vorkommen, wenn = gelten sollte, diirfte die
Kombination + — nicht vorkommen usw.

Es ist somit nur eine semi-analytische Beziehung moglich, etwa mit v~ oder ——, also z.
B.: Ax(Fx = Gx) v~ Ax(Fx = —Gx).

e Ax[(Fx = Gx) V' (Fx = —Gx)]
Hier lautet die pradikaten-logische Umsetzung fiir n = 2:
[(FX] —> GX1 A Fx; —> —|GX1)] AT [(FX2 —> GX2 A Fx, —> —|GX2)]

Fxi|—> |Gxi]v |Fxi| > |=Gx; |TAT |FX2| > |Gx2|v |FX2| > | =Gxs
L+ |+ |+ =1+ |- | - + |+ |+ 0+ 1+ 0+ - -
2 |+ |+ 1+ 11+ -] - + |+ |- - I+ 1+ [+ | +
3 1+ 1+ 1+ I+ 1+ - - + |- 1+ 1+ 1+ - [+ |-
4 |1+ |+ |+ 1+ 1+ -] - + |- |+ - I+ 1- [+ | +
5 1+ -1 I+ 1+ [+ |+ + |+ |+ 0+ 1+ 1+ - |-
6 |+ |- |- I+ |+ [+ |+ + |+ - 1- I+ 1+ [+ |+
7o+ == |+ 1+ [+ ]+ + |- [+ |+ |+ 1- [+ ] -
8 1+ [- |- |+ |+ [+ | + + |- |+ - I+ 1- [+ |+
9 |- 1+ 1+ I+ 1= [+ |- + |+ 1+ I+ 1+ - -
10 |- |+ |+ |+ 1- |+ | - + |+ (- [- |+ 1+ [+ [+
= |+ |+ |+ 1- [+ | - + |- |+ 1+ 1+ 1= [+ |-
12 - |+ |+ |+ 1- |+ | - + |- 1+ - I+ [+ |+
13 1- |+ |- |+ 1- [+ | + + |+ [+ |+ 1+ 1+ |- -
14 1- |+ |- |+ 1- [+ | + + |+ - 1- I+ 1+ [+ |+
IS |- |+ |- |+ 1- [+ | + + |- |+ 1+ 1+ - [+ |-
16 |- |+ |- |+ 1- [+ | + + |- 1+ 1- 1+ 1- [+ |+

Dieses Modell entspricht der aussagen-logischen Struktur, es ist auch eine Tautologie:

X->Y)VIiX—>-Y)
+++ - =
+ - = 4+ +++-
—++ 4+ -+ —+
-+ = 4+ =+ +-

Dennoch halte ich das erste Modell Ax(Fx — Gx) v~ Ax(Fx — —Gx) fiir richtig oder jeden-
falls iiberlegen.

Erstens ist es nicht erforderlich, dass eine quantoren-logische Relation mit einer einfacheren
aussagen-logischen Relation in der Wahrheitstafel {ibereinstimmt. Zweitens erhédlt man im
zweiten Modell pradikaten-logisch als zentralen Relator die Konjunktion anstatt der Disjunk-
tion, was doch auf eine fragwiirdige Formalisierung hinweist. Drittens entspricht das erste
Modell besser der quantitativen Struktur, wie spéter gezeigt werden soll.
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2-2-3-3 MODELL 3: KONJUNKTION UND NEGATIVE KONJUNKTION

Ax(Fx A Gx) T Ax(Fx A =Gx)
U T U
Vx(Fx A Gx) Vx(Fx A =Gx)

Hier stimmen 3 analytische Relationen mit dem logischen Quadrat iiberein, d. h. aber auch 3
nicht. In den beiden Diagonalen besteht kein kontradiktorischer Gegensatz ("><"), sondern

nur ein kontrérer ( *["). Zwischen Vx(Fx A Gx) und Vx (Fx A—Gx) lésst sich keinerlei tauto-
logische Relation angeben.

2-2-3-4 MODELL 4: (NEG.) IMPLIKATION UND (NEG.) KONJUNKTION
Das ist wie gesagt das verbreitetste Modell, in der Logik wie in der Wissenschaftstheorie.

Ax(Fx — Gx) Ax(Fx —> —Gx)

><

Vx(Fx A Gx) Vx(Fx A—Gx)

Bei diesem am weitesten verbreitetsten Modell stimmen nur die 2 Diagonal-Beziehungen
Ax(Fx = Gx) ™><" Vx(Fx A=Gx) und Ax(Fx = —Gx) "><" Vx(Fx A Gx) mit dem logischen
Quadrat iiberein. Und bei den anderen Relationen besteht gar keine tautologische Verbin-
dung. Es ist erstaunlich, dass dieser Diskrepanz nicht mehr Aufmerksamkeit geschenkt wird,
denn sie stellt die Brauchbarkeit dieses Modells doch sehr in Frage.

Zu den Kontravalenzen und Aquivalenzen von — und A:
e Ax(Fx - Gx) ><" Vx(Fx A —=Gx)

Ax(Fx - Gx) < —Vx—(Fx - Gx) < —Vx(Fx A —=Gx)

—Vx(Fx A = Gx) ><" Vx(Fx A =Gx)
e Ax(Fx > —-Gx) ™><" Vx(Fx A Gx)

Ax(Fx > —Gx) < —Vx—(Fx > -Gx) < —-Vx(Fx A Gx)

—Vx(Fx A Gx) ><" Vx(Fx A Gx)

2-2-3-5 MODELL 5: (NEGIERTE) POSITIV-IMPLIKATION

Ax(Fx *— Gx) T Ax—(Fx *= Gx)

Vx(Fx *— Gx) A Vx—(Fx *— Gx)
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Dieses Modell erfiillt al/le Bedingungen des logischen Quadrats. Und dieses Modell zeigt
noch einmal besonders klar: Es geht bei All- und Partikuldr-Ausagen nicht um unterschiedli-
che logische Strukturen, sondern nur um unterschiedliche Quantitdt derselben Struktur *—.

Die vollige Ubereinstimmung mit dem logischen Quadrat gilt sonst allein noch fiir das
Modell 1, das sich nur durch Verwendung der Normal-Implikation unterscheidet. Wie ich
aber frither gezeigt habe, fiihrt die normale Implikation zu verschiedenen Problemen. So
spricht sehr vieles fiir dieses Modell mit der Positiv-Implikation, ihr einziger Nachteil ist, dass
sie nicht alle logischen Welten abdeckt.

2-2-4 Inklusiv / Exklusiv

2-2-4-1 UBERSICHT: INKLUSIVE QUANTOREN-LOGIK
Bisher habe ich die primdren Beziehungen der inklusiven Quantoren-Logik dargestellt. Im
folgenden Diagramm stelle ich ausfiihrlicher alle 8 Formen von ,,alle* und ,,einige* dar, die
Formen von ,,alle* rdumlich innerhalb des logischen Quadrats.

—einige— < alle N alle- | < —einige
y > U
.. + + -
einige < —alle— v —alle | < einige—

2-2-4-2 EXKLUSIVES LOGISCHES QUADRAT
Bei der exklusiven Logik schlie3t das ,,einige* im Sinne von ,,genau einige* das ,,alle aus.
Fiir ,,genau einige™ schreibe ich wie gesagt 3. Man kann 3 den ‘exklusiven Partikuldr-
Quantor’ nennen. Das umgekehrte 3 steht bei mir also nicht fiir ,,Existenz®, sondern fiir ,,ex-
klusiv®.

Es sei daran erinnert, dass sich die exklusive Quantoren-Logik nur in der Definition des
»einige unterscheidet, nicht in der Definition von ,,alle®.

alle " ‘ " alle—
+ | + + ‘ + + ‘ +
genau = genau

einige einige—
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Dieses exklusive logische Quadrat weicht also deutlich vom inklusiven logischen Quadrat ab.
Es ist durch die Exklusion wesentlich bestimmt.
Fiir einfache Relationen formuliert, ergibt sich:

Ax(FX) T Ax—(Fx)
+ ‘ + + | + + | +
Ix(Fx) = Ix—(Fx)

2-2-4-3 EXKLUSIVE GESETZE
Hier ergeben sich andere Aquivalenzen als in der inklusiven Quantoren-Logik:
3 <& 3J— also (mit Individuen-Variablen) 3Ix(Fx) < Ix—(Fx)

Ix(Fx) & [-Ax(Fx) A =Ax—(Fx)] © [Vx—(Fx) A Vx(Fx)]
—3x(Fx) < [Ax(Fx) v Ax—(Fx)] < [-Vx—(Fx) v = Vx(Fx)]

Aquivalenzen in Bezug auf den All-Quantor:
Ix(Fx) & [-Ax(Fx) A =Ax—(Fx)] & —[Ax(Fx) v Ax—(Fx)]
—3Ix(Fx) & —[-Ax(Fx) A =Ax—(Fx)] & [Ax(Fx) v Ax—(Fx)]

Folgen in Bezug auf den All-Quantor:
Ix(Fx) = —-Ax(Fx)
Ix(Fx) = —Ax—(Fx)
Ax(Fx) = —3x(Fx)
Ax—(Fx) = —3x(Fx)

Auf die genauen Beziehungen zum inklusiven Partikuldr-Quantor V gehe ich in 2-2-4-5 ein.

2-2-4-4 EXKLUSIVE PRADIKATEN-LOGIK
Das exklusive ,,einige entspricht dem exklusiven ,,oder*: X ><Y (Kontravalenz).
So kann man fiir 3x(Fx) schreiben:
Ix(Fx) < Fx; >< Fx,; ><... ><Fx,

Allerdings ist diese Formel zu erkléren.

F >< G steht fiir einen kontradiktorischen Gegensatz. D. h., dass eigentlich ein Drittes aus-
geschlossen ist. So gesehen wire die obige Formel unsinnig und es lieBe sich keine Wahr-
heitstafel aufstellen.

Man kann >< aber auch als einen nicht nur 2-stelligen, sondern mehr-stelligen Relator in-
terpretieren. Dann gilt fiir obige Formel:

- Sie ist guiltig (wahr), wenn es mindesten ein Glied positiv und mindestens ein Glied negativ
ist, z. B. (bei n = 3) Fx; A =Fx; A Fx3 oder —Fx; A Fx; A =Fx3 0. &.

- Sie ist ungiiltig (falsch), wenn alle Glieder der Kontravalenz positiv oder alle Glieder nega-
tiv sind, z. B. (bei n = 3): Fx; A Fx, A Fx;3 oder —Fx; A —Fxy A —Fx3.
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Allgemein bedeutet das:

Ix(Fx) < (Fx;v ... vFx,) A (=Fx;v...v=Fx,)
—3Ix(Fx) & (Fxj A ... AFXy) v (=Fx; A ... A =FXy)

Man kann aber quantoren-logische Formeln einfacher aussagen-logisch priifen, weil es wie
schon friiher beschrieben folgende Entsprechungen gibt: A: A, V: v, 3:|

Allerdings darf man das wie schon gesagt nicht so verstehen, als ob sich die Quantoren-
Logik vollstindig aussagen-logisch erfassen lief3e.

2-2-4-5 INKLUSIVE UND EXKLUSIVE QUANTOREN-LOGIK
Fasst man das inklusive ,einige* und das exklusive ,einige” in einer Wahrheitstafel zusam-
men, ergibt sich:

genau = genau

einige einige—
.. + + ..

einige v einige—

Ubersetzt in logische Formeln:
Ix(Fx) < Ix—(Fx)
Ix(Fx) = Vx(Fx)
Ix(Fx) = Vx—(Fx)
Ix—(Fx) = Vx(Fx)
Ix—(Fx) = Vx—(Fx)

Weitere Aquivalenzen sind:
Ix(Fx) < Vx(Fx) A Vx—(Fx)
—3x(Fx) & —[Vx(Fx) A Vx—(Fx)] < —Vx(Fx) v =Vx—(Fx)

Fiir einfache Relationen ergibt sich:

Ix(Fx) = Ix—(Fx)
U U U
Vx(Fx) A Vx—(Fx)

Eine noch umfangreichere Ubersicht bietet das folgende Diagramm:
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—genau = —genau
einige einige—
.. + ., + . .
—einige— < alle alle—= | < —einige

einige < —alle— v —alle | < einige—

genau S genau
einige einige—

2-2-5 Erweiterungen

2-2-5-1 SECHS-WERTIGE LOGIK
Die 6-wertige Logik wurde — in ihrer synthetischen Form — in 2-1-5-1 vorgestellt. Als zusitz-
liche Kategorie wurde dabei ,,die meisten* eingefiihrt. Hier geht es jetzt um die analytischen
Beziehungen.
Die 6-wertige Logik umfasst folgende Stufen bzw. Gegensétze:
Alle — alle nicht / die meisten — die meisten nicht / einige — einige nicht.
Ich mochte hier nur kurz auf die wichtigsten analytischen Relationen eingehen.

Es gilt bei inklusiver Interpretation:
alle = die meisten = einige
alle—= = die meisten— = einige—
Bzw. als Kontraposition, in negierter Form:
—einige = —die meisten = —alle
—einige— = —die meisten— = —alle—
Bei inklusiver Interpretation gilt also: mindestens einige (vielleicht die meisten, vielleicht
alle), mindestens die meisten (vielleicht alle).

Bei exklusiver Interpretation hei3t es dagegen: genau einige, genau die meisten. So gilt:
Genau einige <> genau einige nicht
Z. B.: Genau einige Philosophen sind weise <> genau einige Philosophen sind nicht weise
Genau die meisten < genau die wenigsten nicht
Z. B.: Genau die meisten Lehrer sind fleiBig <> genau die wenigsten Lehrer sind nicht fleiBlig.
Bei der exklusiven Logik ergeben sich allerdings nur 5 Unterscheidungen, man kommt also
zu einer 5-wertigen Logik:
alle / genau die meisten / genau einige (nicht) / genau die wenigsten / alle nicht.
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Zwar sind ,,genau die meisten F sind G* und ,,genau die wenigsten F sind nicht G* 4quivalent,
aber anders als bei ,,einige” / “einige nicht™ geht es hier um unterschiedliche GroBen, daher
kommt man exklusiv insgesamt zu 5 und nicht zu 6 unterschiedlichen GréBen. Im quantitati-
ven Modell wird das noch genauer erlautert werden.

Auller zwischen den dquivalenten Ausdriicken herrscht exklusiv iiberall der kontrdre Gegen-
satz, also @ |" ¥ bzw. ® = —¥. Z. B. gilt fiir ,,alle™:
alle = —die genau meisten A —genau einige A —genau die wenigsten A —alle nicht

2-2-5-2 DIMENSIONEN
Verschiedene Dimensionen wie Raum und Zeit konnen entsprechend strukturiert werden:
In der 4-wertigen (inklusiven) Raum-Logik gilt:
iiberall = mancherorts
In der 6-wertigen Raum-Logik gilt:
iiberall = meistenorts = mancherorts

In der 4-wertigen (inklusiven) Zeit-Logik gilt:
immer = manchmal
In der 6-wertigen Zeit-Logik gilt:
immer = meistens = manchmal
Fiir die Negationen gilt Entsprechendes.

2-2-5-3 INKLUSIVE MODAL-LOGIK
Hier gilt in der 4-wertigen Logik, entsprechend dem logischen Quadrat der Quantoren-Logik:

notwendig N notwendig—
U ><t y
moglich v moglich—

Z. B.: Notwendig(®) ><" Moglich(—®) bzw. Notwendig(®) < —Moglich(—D).
Es ist beliebig, ob man z. B. =Moglich(—®) oder -Moglich—(®) schreibt.
Entsprechend der Quantoren-Logik gelten folgende Aquivalenzen in der Modal-Logik:

Notwendig < —Moglich— N & —M—
Notwendig—~ <«  —Moglich N- < —-M
—Notwendig <  Moglich— N <& M-
—Notwendig—~ <> Madoglich —N—- < M

Also z. B.: Notwendig —(®) < —Moglich (®) bzw. N—-(P) < —M(D)

Sprachlich gibt es folgende Umformungen:
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Nicht notwendig <> unnotwendig
Nicht méglich < unmoglich

In einer 6-wertigen Logik ergibt sich:
notwendig = wahrscheinlich = mdglich
—moglich = —wahrscheinlich = —notwendig
unmoéglich = unwahrscheinlich = unnotwendig

Die Frage ist, wie in diesem Zusammenhang ,.tatsdchlich® (wahr) bzw. ,nicht tatsdchlich
(falsch) einzuordnen sind.

notwendig = tatsdchlich = mdglich

—moglich = —tatsdchlich = —notwendig
,»Latsdchlich® liegt allerdings auf einer anderen Ebene, keiner logischen, sondern einer realen
(synthetischen) Ebene. Von daher sind diese Ketten-Schliisse nicht unproblematisch

2-2-5-4 EXKLUSIVE MODAL-LOGIK
Auch hier lassen sich die Beziehungen am besten im logischen Quadrat darstellen:
N = Notwendig, M = Moglich

N N N—

+ ‘ + + | + + | +
genau fag genau
M M-

Z. B.: Genau M(®) < Genau M—(D)
,»Es 1st genau moglich, dass @, ist dquivalent: ,,Es ist genau mdglich, dass nicht ®*.
Fiir ,,genau mdglich® kann man schreiben: M” (unter Bezug auf den exklusiven Partikulir-
Quantor 3 fiir ,,genau einige*).
Im Verhaltnis zur inklusiven Modal-Logik gilt:
Genau moglich < mdglich und moglich nicht
M? < MAM— bzw. M= < M AM—
Z. B. Wenn ® genau moglich ist, dann und nur dann gilt: Es ist moglich, dass @, und es ist
moglich, dass nicht ©.

Besonders interessant ist ,,genau moglich® bzw. die Konjunktion von ,,méglich* und ,,mog-
lich nicht* aus folgendem Grund: Dies ist die beste und priziseste Definition von ,.kontin-
gent*, und Kontingenz (,,Zufélligkeit™) spielt eine grole Rolle in der Philosophie:

kontingent <> moglich A moglich—

2-2-5-5 INTENSIONALE LOGIK
Die intensionale Quantoren-Logik wendet (wie in 1-2-5-5 beschrieben) die Quantoren nicht
auf Objekte bzw. Individuen an (alle x ...), sondern auf Eigenschaften bzw. Grofieneinheiten
(alle Einheiten ...).

Z. B.: Wenn Sokrates alle Weisheits-Einheiten besitzt (vollstindig weise ist), dann besitzt er
auch — mindestens — einige Weisheits-Einheiten (ist auch mindestens partiell weise).
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Im Folgenden werden nur ausgewéhlte intensionale (analytische) Relationen dargestellt, wei-
tere sind direkt aus der extensionalen Quantoren-Logik abzuleiten.

e Herkdmmliche inklusive 4-wertige Quantoren-Logik:
Aquivalenzen:
vollstindig < —partiell—
—vollstindig <> partiell—
vollstindig— <> —partiell
—vollstaindig— < partiell
Beispiel: ,,Sokrates ist vollstandig weise <> Sokrates ist nicht partiell nicht weise*.
Anders gesagt: Sokrates ist nicht etwas dumm.
Folgen:
Vollstindig = partiell bzw. vollstindig— = partiell—
—partiell = —vollstdndig bzw. —partiellm = —vollstandig—

e Erweiterte inklusive 6-wertige Quantoren-Logik
Vollstindig = iiberwiegend = partiell
Vollstindig— = iiberwiegend— = partiell—
Anstatt ,liberwiegend* kann man auch ,,iiberdurchschnittlich o. 4. einsetzen.
Beispiel: ,,Er ist vollstindig zufrieden = Er ist (mindestens) liberwiegend zufrieden = Er
ist (mindestens) partiell zufrieden®.

e Einfache exklusive 3-wertige Logik
Genau partiell < genau partiell—

Beispiel: ,,Wenn Peter partiell klug ist, dann ist er auch partiell nicht klug und umgekehrt*.
Genau partiell < partiell A partiell-

e Erweiterte exklusive 5-wertige Logik

Hier geht es um die Beziehungen zwischen vollstindig — genau liberdurchschnittlich — genau
partiell (nicht) — genau unterdurchschnittlich — vollstindig nicht. Zwischen allen diesen Ei-
genschaftsausprigungen besteht der kontrdire Gegensatz
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2 -3 QUANTITATIVE LOGIK

2-3-0 Einfiihrung

2-3-1 Implikation

2-3-2 Positiv-Implikation
2-3-3 Systematik

2-3-4 Inklusiv / Exklusiv
2-3-5 Erweiterungen

2-3-0 Einfiihrung

Die quantitative Logik wurde in 1-3 eingefiihrt. Sie unterscheidet nicht nur zwischen 2 Wer-
ten wie die Aussagen-Logik oder (meistens) 4 Werten wie die Quantoren-Logik, sondern sie
unterscheidet unendlich viele Werte. Man kann die absolute Quantitdit q angeben, wesentlich
fiir die Logik ist aber die relative Quantitdt p, die allerdings auf der absoluten Quantitit ful3t.
In diesem Kapitel tiber Analytik geht es um analytisch-quantitative Beziehungen, und zwar
vor allem um logische Schliisse. Ich konzentriere mich in dieser Einfiihrung auf semi-
analytische Schliisse, an denen sich die logischen Strukturen am besten darstellen lassen.

Die Ausfiihrungen in 2-3-0 sind recht kompliziert und enthalten auch noch ungeklirte Punk-
te bzw. Diskussionen, sie sind in erster Linie flir Spezialisten gedacht, andere Leser mdgen sie
ggf. tibergehen (als Basis dient 1-3-3-5).

Wir konnen logische Schliisse nach der Anzahl der Quantifizierungen unterscheiden.
Bei einem einfachen (partiellen) Schluss (X — Y) —— Y kann man unterscheiden:
e 1-fache Quantifizierung: p(X > Y —> Y)=1/n

e 2-fache Quantifizierung: p(X - Y)=1t/n —> p(Y) =s/n

Diese verschiedenen Quantifizierungen werde ich jetzt besprechen

2-3-0-1 EIN-FACHE QUANTIFIZIERUNG
Bei der /-fachen Quantifizierung spreche ich auch von einem Gesamt-Ausdruck oder einer
ganzheitlichen Formel. Dies sei hier an einem semi-analytischen Schluss erldutert, nimlich:
X->Y) —Y
Zur Angabe der relativen Quantitét p schreibt man: p(X—>Y) —> Y) =r/n.
Hier wird also nur dem Gesamt-Ausdruck p(X — Y) ——> Y) ein quantitativer Wert, nim-
lich r/n zugewiesen.
Man konnte in diesem Fall auch die inneren Klammern weglassen, weil — stirker bindet als
—>,d. h.p(X—>Y —> Y) =r/n. Aber mit Klammern ist es normalerweise libersichtlicher.
Als Beispiel nehmen wir: p(X > Y) —> Y) =4/10.
Das kann man z. B. folgendermallen interpretieren:
SP(X—>Y) —> Y)“istin 4 von 10 Féllen giiltig.
Mit 40% Wahrscheinlichkeit impliziert ,,X — Y* semi-analytisch ,,Y*.
Die qualitative Wahrheitstafel des Schlusses lautet folgendermal3en:

X=>Y) —Y

a ++ + 4+ +
b + - - + -
c -+ + + +
d -+ - - -



378 Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik

Um eine quantitative Formel dieses Schlusses zu konstruieren, folgt man einfach der Wahr-
heitstafel. Unter dem Zentral-Relator ——> steht der Wahrheitsverlauf: + + + —.
Daraus bildet man eine Formel, wie es bei synthetischen Relationen beschrieben wurde.

Zur Berechnung von p dividiert man die Anzahl der Fdlle in den giiltigen Welten (wo +
unter dem Zentral-Relator —— steht) durch die Anzahl der Fille in allen Welten. D. h. der
Nenner ist (bei 2 Variablen) immer: a+b +c¢ + d.

Wie man sieht, mit + belegt sind a, b und c¢. So ergibt sich als Formel:

a+b+c

PX—>Y)—Y)= ———
a+b+c+d

Der Wahrheitsverlauf + + + — entspricht der Definition der Disjunktion X v Y: +++ —
Somit kann man sagen: p(X > Y)—> Y)=p(X Vv Y)

Davon ist unbertihrt: ,(X > Y) —— Y* ist eine semi-analytische Relation und ,,X v Y*
ist eine synthetische Relation.

Dies zeigt auch nochmals, dass man den Schluss p((X > Y) —— Y) = 4/10 nicht folgen-
dermallen interpretieren darf: ,,Wenn X — Y giiltig ist, dann ist mit 40% Wahrscheinlichkeit
auch Y giiltig”. Denn wie bekannt, ist die Implikation ja so definiert, dass sie auch gilt, wenn
das Vorderglied (hier X — Y) ungiiltig ist. Allerdings muss man sich immer die konkrete
Wahrheitstafel ansehen. Denn bei einem semi-analytischen (oder analytischen) Schluss hat die
Wahrheitsfolge unter dem Relator —— normalerweise einen anderen Verlauf als die synthe-
tische Implikation, bei X - Y —— Y eben den Wahrheitsverlauf der synthetischen Disjunk-
tion: +++ —.

Im konkreten Fall sicht man in der Wahrheitstafel bzw. in der Formel, dass auch b mit in
die Rechnung eingeht, b ist aber die Anzahl der Fille, in denen X — Y und auch Y falsch
sind. Z. B. p((X—>Y) —> Y) =10/10 = 1 konnte auch wahr sein, wenn X — Y und Y in
keinem Fall giiltig sind, ndmlich wenn b = 10 (somit: a + ¢ +d = 0).

e Wahrheitstafel

Die Frage ist, ob wir eine Wahrheitstafel fir p(X — Y) —— Y) = r/n aufstellen kdnnen.
Zunéchst bietet es sich an, der qualitativen Wahrheitstafel von (X - Y)—— Y zu folgen.

Ich habe sie oben dargestellt, man kann sie aber auch in folgender Form schreiben, welche die
konjunktive Deutung verdeutlicht:

X=>Y Y X=>Y)—Y
1. + + +
2. - - +
3. + + +
4. + - -

Die 1. Zeile der Wahrheitstafel ist dann zu lesen:
X=>Y)AY = (X—>Y)—> Y, die anderen Zeilen entsprechend (wie friiher erldutert).

Um eine vergleichbare quantitative Wahrheitstafel fiir p((X - Y) —— Y) = m/n aufzustel-
len, miissen wir fiir p(X — Y) und p(Y) gesonderte quantitative Werte angeben. Zwar sind
die nicht vorgegeben, wir kennen nur den Gesamtwert p((X - Y) —— Y) = m/n, aber wir
konnen den Primissen Werte zuweisen, also z. B. p(X — Y) =r/n und p(Y) = s/n. (Dadurch
ergibt sich aber indirekt eine 3-fache, nicht mehr eine /-fache Quantifizierung.)
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Es ergébe sich folgende Tafel:

pX—=>Y)=rn pY)=sn| p(X—>Y)—>Y)=m/n
1. + + +
2. - - +
3. + + +
4. + — -

Die 1. Zeile der Wahrheitstafel (in der es keine Negationen gibt) ist zu lesen:

pPX—>Y)=1t/n A p(Y)=sn —> p((X > Y)——> Y)=m/n, die anderen Zeilen entspre-
chend. Diese Wahrheitstafel ist allerdings inaddquat, pointiert gesagt, sie ist falsch. Denn in
der Wahrheitstafel miissen sich fiir alle Zeilen strenge Schliisse ergeben, doch die erste Zeile
PX—=>Y)=t/n A p(Y)=sn —> p((X—>Y)—— Y)=m/n ist nur ein semi-analytischer
Schluss, daher darf man bei der 1. Zeile als Zentral-Relator nur den semi-analytischen Impli-
kator —— nehmen, nicht den analytischen Implikator =. Und dasselbe gilt fiir Zeile 2, 3 und
4. Es ist sofort offensichtlich, dass wir fiir diesen Schluss mit den 3 numerischen Variablen
1/n, s/n und m/n nicht a/lgemein angeben konnen, ob er giiltig ist oder nicht.

Die Probleme beginnen aber schon viel frither. Ich habe in 1-3-3-5 gezeigt, dass sich keine
addquate Wahrheitstafel fiir p(X — Y) = r/n angeben ldsst. Das betrifft entsprechend die
Relation p((X - Y) —— Y) = m/n. Auch wenn wir andere Wahrheitsverteilungen wéhlen, z.
B. fir p(X > Y) = 1/n den (neutralen) Verlauf + + — —, es dndert sich nichts daran: Wir
konnen keine Tafel der Form aufstellen, dass wenn p(X — Y) = t/n und p(Y) = s/n wahr
(oder falsch) sind, dass dann p((X — Y)—— Y) = m/n wahr (oder falsch) ist.

Ich will die Argumentation von 1-3-3-5 nicht noch einmal wiederholen, sondern fragen,
welche Moglichkeiten es sonst gibt.

e Zihler und Nenner
a+b+c

Man konnte die Wahrheit von p((X > Y)——> Y)=1/n bzw. ——— =1/n
a+b+c+d
durch Bezug auf Zdhler und Nenner angeben.
Der Schluss p((X > Y) — Y) =1/n bzw. _atbre r/n ist
a+b+c+d

wahr,wenn (a+b+c=r1) A (a+b+c+d=n),in allen anderen Féllen ist er falsch.
Davon ausgehend konnte man eine Art Wahrheitstafel aufstellen:

atb+tc=r atb+c+td=n Lb+c=r/n
at+b+c+d
1. + + +
2. + - -
3. - + -
4. - — -

Es ergébe sich hier also eine Konjunktion. Die 1. Zeile der Tafel lautete:

(atb+tc=r) A(at+tb+c+d=n)= Lb+c=r/n
a+b+c+d
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(In der 4. Zeile wire es allerdings méglich, dass sich ein Wert ergibt, der r/n entspricht.) Die
obige Aufstellung ist zwar korrekt, aber nicht wirklich das, was man unter einer ,,Wahrheits-
tafel* versteht. Denn hier wird der Wert der Gesamtrelation einfach als Funktion von Zdihler
und Nenner dargestellt. Bei einer echten Wahrheitstafel wird aber der Wert der Gesamtrelati-
on als Funktion der Werte beider Komponenten bestimmt, im Beispiel p(X — Y) und p(Y).

2-3-0-2 BERECHNUNG BEI EIN-FACHER QUANTIFIZIERUNG
Es gibt aber noch eine andere Methode, den Wert von semi-analytischen Schliissen analog der
konjunktiven Wahrheitstafel festzustellen, ohne dass wirklich eine Wahrheitstafel aufgestellt
wird, ndmlich durch Berechnung der Konklusion.

Gehen wir zuriick zu dem Beispiel p((X > Y)—— Y)=m/n
Dabei ist zu bedenken: Auch wenn wir fiir diesen quantitativen Schluss keine Wahrheitstafel
aufstellen konnen, kdnnen wir (der qualitativen, wahrheitswert-funktionalen Wahrheitstafel
folgend) einen neuen quantitativ-funktionalen Schluss formulieren, bei dem gilt:
— die Prdmisse X — Y wird zur neuen quantitativen Pramisse p(X — Y) =1/n
— die Konklusion Y wird ebenfalls zu einer neuen quantitativen Pramisse p(Y) = s/n
— der alte Gesamtschluss p((X - Y)—— Y) = m/n wird zur neuen Konklusion
Es ergibt sich: p(X > Y)=1t/n A p(Y)=sn —> p(X—>Y)—> Y)=m/n

Setzen wir dafiir Formeln ein:

a+c+d a+c a+b+c
=tfm A ———=s/n > =m/n

a+b+c+d_ at+b+c+d at+b+c+d

Nun konnen wir aber m/n durch r/n und s/n definieren.

Machen wir uns klar, dass gilt: _aterd /n < S 1 —1/n
a+b+c+d at+b+c+d
a+c b _ a+b+c

Weiterhin gilt: + =
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

Wir kénnen jetzt schreiben:
pPX—>Y)=1t/n A p(Y)=s/n = p(X>Y)—>Y)=1-1/n+s/n

Man kann hier von einer kombinierten Formel sprechen. Bei der kombinierten Formel be-
rechnet man also den Wert der Gesamtformel, indem man von den Werten der Einzelkompo-
nenten ausgeht. Beispielsweise berechnet man den Wert von p((X — Y)—— Y), indem man
von den Werten der Komponenten p(X — Y) und p(Y) ausgeht. Dies ist anders als bei einer
Wahrheitstafel, da wiirde nur entschieden, die Gesamtformel ist wahr oder falsch, hier wird
ithr ein quantitativer Wert zugewiesen. So gelingt es, den partiellen Schluss in einen echten
Schluss umwandeln, also:

pPX—=>Y)=1r/n A p(Y)=sn —> p(X—>Y)—> Y)=m/n n:

pPX—>Y)=1t/n A p(Y)=s/n = p(X>Y)—>Y)=1-1/n+s/n

Um die Giltigkeit dieses Schlusses nachzuweisen, muss man Rechen-Methoden verwenden,
man kann nicht einfach vergleichen, welche Symbole in der Wahrheitstafel gegeniiber stehen.
Andererseits, es ldsst sich bei diesem Schluss gar keine Wahrheitstafel aufstellen (wie oben
erldutert). Darum stellt sich die Frage: Darf man iiberhaupt den logischen Implikator = ver-
wenden, wenn sich der Schluss nicht mittels Wahrheitstafel darstellen 1dsst? Ich meine ja,
denn dieser quantitative Schluss lésst sich letztlich doch als logischer Schluss verstehen, in
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dem fundamentalen Sinn, dass die Information der Konklusion in der Information der Pramis-
se(n) bereits enthalten ist, wie in 2-1-1-1 gezeigt wurde.

1) Berechnung von p(X > Y)—> Y)
Bei diesem Beispiel bieten sich zwei Berechnungsmethoden an: Ich fasse die erste, oben ein-
gefiihrte Methode noch einmal zusammen und bringe erginzend eine zweite.

Erste Methode zur Berechnung von p(X > Y)——> Y):
pP(X—>Y)—> Y)=p(Y) + p(—(X = Y)). Somit:
P(X—>Y)—>Y)= s/n+ (1 —1/n)
Denn wenn p(X — Y) = t/n, dann gilt: p(—(X — Y)) = 1 — r/n. Bzw. umgekehrt:
Somit gilt auch die Aquivalenz: p(X = Y)=1/n < p(—(X > Y))=1-rn.
Allerdings ist zu beriicksichtigen, dass nicht jede Kombination von p(X — Y) und p(X) mog-
lich ist, p(Y) kann nicht groBer sein als p(X — Y). Das wird im nédchsten Punkt erklért.
Die Berechnung in Formeln:

at+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

a+b+c atc . b

So ergibt sich als strenger Schluss:
[PX—>Y)=t/nA p(Y)=sn]=[p(X—>Y)—> Y)=s/n+ (1 —1/n)]

Zweite Methode zur Berechnung von p((X > Y) —> Y):

d

PX—=Y)-p(Y)=p(X VY). Somit: p(X VY) = —
a+b+c+d

Danngilt: p(X > Y)—> Y)=1-(pX —>Y)-p(Y)) =1-p(X VY)

atb+c _a+b+c+d d

at+b+c+d a+b+c+d at+b+c+d

Daher ergibt sich wiederum als Schluss:
[PX—>Y)=t/nA p(Y)=sn]=[p(X—>Y)—> Y)=1-(r/n - s/n)]

e Beispiel
Die Berechnung sei an einem Beispiel verdeutlicht:
pX—>Y) A p(Y) = PX—=>Y)—>Y)
a+c+d a+c a+b+c
a+b+c+d a+b+c+d at+b+c+d
7/10 5/10 8/10

p(X — Y): set 7/10 (wobei das ein realer, empirischer Wert ist, kein gekiirzter)
Also:a+c+d=7. a+b+c+d=10. b=10-7=3
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p(Y): wenn wir p (X = Y) = 7/10 vorgeben, dann kann p(Y) Werte von 0/10 bis 7/10 anneh-
men. Denn aus a + ¢ + d = 7 wissen wir ja nicht, wie gro3 a + ¢ (der Zéhler von p(Y)) und
wie grof3 d ist. Hier sind alle Verteilungen von a + ¢ =0 bis a + ¢ = 7 mdglich.

Wihlen wir als Beispiel: a + ¢ =5 (d = 2), somit p(Y) = 5/10.

p(X = Y)—— Y): dieser Wert ergibt sich als Funktion der beiden anderen Formeln.
Im Beispiel berechnet man: a+c¢=15,b =3, also: p((X > Y)—> Y) =8/10

Als Ergebnis: p(X > Y)=7/10 A p(Y)=5/10 = p(X—>Y)—> Y)=28/10

Nach den o. g. zwei Berechnungsmethoden ergibt sich:
5/10 +3/10=8/10 bzw. 10/10 —2/10=8/10

Bringen wir fiir n = 3 eine systematische Ubersicht (die Begriindung ldsst sich aus den o. g.
Ausfiihrungen ableiten; um den Text nicht auszudehnen, wird sie hier nicht dargelegt).

PX>Y) AplY) = p(X—>Y) —Y)

3/3 3/3 3/3
2/3 2/3
1/3 1/3
0/3 0/3
2/3 2/3 3/3
1/3 2/3
0/3 1/3
1/3 1/3 3/3
0/3 2/3
0/3 0/3 3/3

2) Semi-analytische Schliisse allgemein
Das Ergebnis der Berechnung von p((X — Y) —— Y) ist kein Zufalls-Ergebnis. Bei semi-
analytischen Relationen lédsst sich gesetzmiBig der Wert der Konklusion als Funktion der
Werte der Primissen berechnen. Dies ist anders als bei synthetischen Relationen, bei denen,
wie aufgezeigt, eine solche Rechnung nicht moglich ist, denn es gelingt nicht p(X — Y) aus
p(X) und p(Y) abzuleiten: ein sehr wichtiger Unterschied.

Nur zwei Beispiele fiir die Berechnung semi-analytischer Schliisse:

e p(XVvY)—>Y)=m/n.

Aus der Wahrheitstafel ergibt sich: [(XvY)—— Y] < [X —> Y] Daraus folgt:
pP(XVvY)— Y)=m/n & p(X—>Y)=m/n Oderkurz:p(XvY)—>Y)=pX—>Y)
1. Zeile einer Wahrheitstafel wire: p(X vY)=1/n A p(Y)=sn —> p(X > Y)=m/n

a+b+c a+c a+c+d
—=r/n A —:S/l’l > :1’1’1/1'1
a+b+c+d at+b+c+d at+b+c+d
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a+b+c d
=r/n & =1—-r1/n
a+b+c+d a+b+c+d
a+c d _ a+c+d

a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

pPXvY)=1tn A p(Y)=sm = pX—>Y)=p(XvY)—> Y)=(1-1t/n)+sm=(s+n-r1)/n
Aus einem semi-analytischen Schluss wird also ein streng analytischer, echter Schluss.

e p(X>Y)> (X« Y))=m/.

Laut Wabhrheitstafel gilt: [[X > Y) > (X< Y)] < [X « Y] Daraus folgt:

P(X>Y) > XeY)) = pX«<Y)

1. Zeile der Wahrheitstafel wire: p(X > Y)=1/nAp(X<>Y)=sn —> p(X <« Y)=m/n

at+c+d a+d a+b+d

—:I‘/n N ————= s/n > =m/n
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
a+c+d b
—:1‘/1’1 S = 1 —I‘/l’l
a+b+c+d a+b+c+d
a+d b _ a+b+d

+ =
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

PX=>Y)=tharpXeY)=sn =2 pX<Y)=p(X>Y)>X<Y)) =1 —-1/n)+s/n

3) Strenge Schliisse

Betrachten wir jetzt strenge Schliisse und fragen nach deren Wahrheitstafel bzw. Berechnung.
Z.B.den Schluss X =X VY.

Die 1. Zeile (also eine rein positive Zeile) einer konjunktiven Wahrheitstafel lautete:
XAXVY)]=[X=>XVvY]

Wir konnten X = X v Y (entsprechend dem obigen Vorgehen) durch X T Y ersetzen (,T°

steht fir den Tautologator), aber dies ist iiberfliissig, weil jede Tautologie denselben Wahr-

heitsverlauf besitzt, bei 2 Variablen + + + +.

Quantifizieren wir diesen Schluss zu p(X = X v Y) = m/n, so erhalten wir:

a+b a+b+c a+b+c+d
=rfm A ——=s/n > =

—_— = > m/n
a+b+c+d at+b+c+d at+b+c+d

Um die Konklusion zu berechen, geniigt es, von einer Pramisse auszugehen.
Z. B.: p(X) =r/n, somit p(—X) = 1 — r/n. In Formeln erhalten wir dann:

a——i_bzr/n A iZI—r/n = wzr/n+(l—r/n)=1
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

a+b+c+d

Dies ist natiirlich keine Uberraschung, denn
a+b+c+d

=1 gilt eben notwendig,
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gleichgiiltig, von welchen Primissen man das herleitet.
Daher brauchen wir die anderen Zeilen der Wahrheitstafel auch nicht zu analysieren.

Fazit: Zwar konnen wir auch bei dem strengen Schluss wie p(X = X v Y) = m/n keine adé-
quate Wahrheitstafel aufstellen, aber eine Berechnung des Wertes des Schlusses aus den Wer-
ten der Komponenten, hier p(X) und p(X v Y) ist moglich.

Dies bedeutet natiirlich nicht, dass wir bei dem Schluss selbst aus dem Wert der Pramisse
den Wert der Konklusion sicher ableiten kdnnen, also aus p(X) = r/n den Wert p(X v Y) = s/n.

Aus _ath r/n folgt nicht sicher der Wert _atbte _ s/n

a+b+c+d a+b+c+d

Welche Schlussmoglichkeiten hier dennoch gegeben sind, wird uns im nichsten Punkt be-
schiftigen.

2-3-0-3 ZWEI-FACHE QUANTIFIZIERUNG

Wir werden hier zunéchst 2 Schliisse unterscheiden:
1) semi-analytischer Schluss: z.B.p(X —> Y)=1n — p(Y) =s/n.
2) strenger Schluss: zB.pX—>Y)=1rn =p(Y)<r/n

1) Semi-analytischer Schluss
Es geht also um einen Schluss wie: p(X — Y)=1/n — p(Y) =s/n.

In normaler Sprache lautet die primére Bedeutung dieses Schlusses:
»Wenn die Wahrscheinlichkeit p(X — Y) den Wert r/n besitzt, dann besitzt die Wahrschein-
lichkeit p(Y) den Wert s/n“. (Auf eine mengen-theoretische Interpretation verzichte ich hier.)
Ich habe diesen Schluss als semi-analytisch gekennzeichnet, denn es ist nicht allgemein zu
bestimmen, ob er streng giiltig ist; erst durch Einsatz von konkreten Werten fiir die Variablen
r/n und s/n kénnen wir das — aber auch nur partiell bzw. bedingt — entscheiden.

Fragen wir dennoch genauer nach den Wahrheitsbedingungen und damit nach der Wahr-
heitstafel dieses Schlusses, so ergeben sich vor allem zwei Mdéglichkeiten:

¢ konjunktive Deutung

Hier wird aus der Konjunktion der Glieder p(X — Y) = r/n und p(Y) = s/n auf die Wahrheit
oder Falschheit der Gesamt-Relation p(X — Y) =t/n —— p(Y) = s/n geschlossen. D. h. fiir
die 1., positive Zeile: [p(X = Y)=1/n A p(Y)=s/n] = [p(X—=> Y)=1r/n —> p(Y)=s/n]

Greifen wir zunichst zuriick auf die qualitative Form dieses Schlusses und zeigen seine
Wahrheitstafel bzw. die Einzel-Schliisse, die den Zeilen der Wahrheitstafel entsprechen.

X=>Y)AY =>=X->Y) —Y

I. + + + + + X->Y) AY =>X->Y)—Y
2. - - - + + -(X=2>Y) A == X>Y)—Y
3. + + + + + X-=>Y) AY =>2X->Y)—Y
4. + - - + - X-=>Y) A=Y = 4[X->Y) —Y]

Wie iibersetzt man eine solche qualitative Wahrheitstafel in eine quantitative Wahrheitstafel ?
(vgl. hierzu 1-3-3-5)
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Erstens stellt sich dabei die Frage, ob wir die qualitativen, aussagen-logischen Wahrheits-
verldufe (also z. B. fir X — Y den Verlauf + — + +) in die quantitative Wahrheitstafel {iber-
nehmen; ich tat das in einer fritheren Fassung des Textes, habe aber inzwischen meine Auf-
fassung gedndert. Der Grund ist folgender:

Die qualitativen Ausdriicke (X — Y) und Y stehen in einem genau bestimmten logischen
Abhdngigkeitsverhdltnis, was die Wahrheitstafel widerspiegelt (siehe oben).

Zwar stehen die quantitativen Ausdriicke p(X — Y)=r1/nund p(Y) = s/n ebenfalls in einem
logischen Abhéngigkeitsverhdltnis (zumal eben das Y in X — Y enthalten ist). Vor allem
zeigt sich dies in der Ungleichung p(X — Y) > p(Y); das erldutere ich im nichsten Punkt.

Aber auBler diesem GrofBlen-Verhiltnis besteht Unabhdngigkeit. Innerhalb des definierten
Wertebereichs von 0 < p < 1 kénnen p(X — Y) = r/n und p(Y) alle denkbaren Werte anneh-
men. D. h. wenn ich p(X — Y) kenne, weiB3 ich keinesfalls genau, wie groB3 p(Y) ist (und um-
gekehrt).

Daher darf man den Wahrheitsverlauf aus der qualitativen Wahrheitstafel nicht iiberneh-
men, sondern muss die Werte wie unabhdngige synthetische Werte behandeln (Stichpunkt:
systematische Wahrheitstafel).

Als konjunktive Wahrheitstafel ergibt sich dann:

[PX>Y)=t/nA p(Y)=sn] = [pX—>Y)=r/n —> p(Y)=s/n]

+ + +
+ _ _
— + +
— — +

Zweitens stellt sich die Frage, wie man das + und das — libersetzt. Hier bietet sich an:
Firp(X —>Y): bei +: r/n bei —: —(r/n) bzw. # t/n
Fir p(Y): bei +: s/n, bei —: —(s/n) bzw. # s/n.

Setzen wir die quantitativen Werte in die Wahrheitstafel ein, erhalten wir:

PX=>Y) ApY)] = [pX—>Y)=1t/n —> p(Y)=s/n]

/n s/n +
/n # s/n —
#1/n s/n +
#1/n #s/n +

Als einzelne Zeilen ergeben sich:
LIpX—=>Y)=1t/n A p(Y)=s/n] = [pX—>Y)=1t/n —> p(Y)=s/n]
2.[pX=>Y)=1t/n A p(Y)#s/n] = —[p(X—=>Y)=1t/n —> p(Y)=s/n]
3.[pX—=>Y)=1r/m A p(Y)=s/n] = [pX—>Y)=1t/n —> p(Y)=s/n]
4. pX>Y)zr/n A p(Y)=s/n] = [p(X—>Y)=t/n —> p(Y) =s/n]

(Wenn wir die Wahrheitstafel analog der qualitativen Wahrheitstafel konstruiert hétten, ergé-
ben sich ebenfalls nur strenge Schliisse.)

Hier stoflen wir also wieder auf das vor allem schon aus 1-3-3-5 bekannte Problem: Wir
konnen zwar logisch eine korrekte Wahrheitstafel und korrekte Schliisse aufstellen. Aber
wenn wir diese quantitativen Schliisse mathematisch analysieren, scheinen sie uns sinnlos.
Denn die Variablen wie r/n sind weitgehend unbestimmt (noch unbestimmter sind aber die
negativen Werte wie # r/n, dieser Wert schlieft eben nur sich selbst, also nur einen Wert
aus).
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Aber auch bei einem konkreten Beispiel ergibt sich kein wesentlich anderes Resultat, z. B. fiir
p(X—>Y)=7/10 — p(Y) = 5/10. Die konjunktive Deutung lautet hier:
(PX—=>Y)=7/10A p(Y)=5/10] = [p(X—>Y)=7/10 —> p(Y)=5/10]

Da wir es jetzt mit Konstanten wie 7/10 zu tun haben, wirkt diese 1. Zeile der Wahrheitstafel
wohl mathematisch sinnvoll. Aber bei den weiteren Zeilen der Wahrheitstafel benotigen wir
wieder die Negationen, und diese negativen Bestimmungen # 5/10 oder # 7/10 sind zu un-
konkret fiir eine sinnvolle mathematisch-numerische Deutung. Dies gilt auch, wenn man ein-
schriankt: Die Negation z. B. # 7/10 bezieht sich nur auf den Zdhler (also Negationen sind
1/10, 2/10 usw.), der Nenner n = 10 wird nicht negiert; aulerdem sind grundsétzlich alle Wer-
te p <0 und p > 1 ausgeschlossen.

¢ Implikative Deutung

Hier wird (wie beschrieben) nur das Nachglied (bzw. der Schluss-Satz) — im Beispiel Y — in
Relation zum Vorderglied (bzw. zur Primisse) X — Y in der Wahrheitstafel dargestellt. Kon-
kret: Hier wird also von X — Y auf Y geschlossen (einschlielich der Variationen durch die
Negationen). Die Frage ist: Lésst sich bei einer implikativen Deutung eine gehaltvolle
Wahrheitstafel aufstellen? Die Wahrheitstafel miisste wie folgt aussehen; dabei wiéhle ich fiir
die Pramisse p(X — Y) =r/n aus o. g. Griinden den neutralen Wahrheitsverlauf + + — —.

Imp. pX—>Y) —> p(Y)

1. /n + s/n
2. /n + #s/n
3. #1/n + s/n
4. #1/n + #s/n

Ich habe das Problem in ausfiihrlichen Analysen gepriift, letztlich ergibt sich aber auch hier
keine addquate Wahrheitstafel. Bei einer implikativen Wahrheitstafel ist zu fordern, dass sie
nicht nur + (fir ,,moglicherweise + bzw. moglicherweise —) aufweist, sondern wenigstens
ein + (oder ein — ). Denn ausschlieBlich + spricht fiir logische Unabhdngigkeit. Im Beispiel
erhélt man aber 4mal £, es sei denn, man wéhlt ganz bestimmte, ,,glinstige* Werte.

2) strenger Schluss: p(X > Y)=1/n = p(Y)<r/n
Hier handelt sich um einen strengen Schluss. Deutlicher wird das, wenn man die Formeln
verwendet.

a+c+d a+c
—=r/n: —SI‘/I’I
at+b+c+d at+b+c+d

Dies ist unmittelbar evident und mathematisch plausibel. Betrachtet man nur den Zahler, dann
gilt: a + c ist Teil (Teilsumme) von a + ¢ + d. Der Teil kann aber nicht grofer als das Ganze
sein.

Man kann den Schluss auch umgekehrt schreiben: p(Y)=s/n = p(X —> Y) = s/n.
Fiir die Negationen gilt, am Beispiel von p(Y):
—[p(Y) = s/n] ist definiert als p(Y) < s/n, —[p(Y) < s/n] ist definiert als p(Y) > s/n.

Eine ganz andere Mdglichkeit ist, mit einer Gleichung und mit der Addition zu arbeiten:

Dazu fiihren wir den Faktor p(®) = m/n ein. Es soll gelten: p(Y) + p(®) =p(X = Y).

Bzw. s/n + m/n = r/n.
Zuriick zur urspriinglichen Form: p(X - Y) =1r/n = p(Y) <1/n
Bei konjunktiver Deutung ergébe sich als 1. Zeile einer Wahrheitstafel:

PX>Y)=1t/n A p(Y)<1t/n] = [p(X—>Y)=r/n = p(Y) <r/n]
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Eine volistindige, addquate Wahrheitstafel aufzustellen, ist aber m. E. nicht mdglich.

Der Grund ist, wir konnen nicht die Wahrheitsverldufe fiir p(X > Y) =r/n und p(Y) <1/n
aufstellen. Denn es gibt fiir den Schluss p(X — Y) =1/n = p(Y) < r/n kein direktes Vorbild
in der Aussagen-Logik, auf dessen Wahrheitstafel man sich beziehen konnte (einmal davon
abgesehen, dass dies sehr problematisch wire).

Wir diirfen aber p(X — Y) = r/n und p(Y) < r/n aber auch nicht einfach wie unabhdngige
Relationen behandeln und, wie bei einer synthetischen Relation, fiir p(X — Y) =r/n den Ver-
lauf + + — —und fiir p(Y) < r/n den Verlauf + — + — ansetzen, weil diese Werte logisch und
mathematisch vollkommen voneinander abhdngig sind. (Man konnte zwar eine passende
Wabhrheitstafel konstruieren, aber das wire doch willkiirlich).

Aber da p(X — Y) =1/n = p(Y) < t/n eine Tautologie ist, wire eine Wahrheitstafel auch
nicht sehr aufschlussreich, denn es wiren auch alle Zeilen der Wahrheitstafel automatisch
tautologisch. Bei Verwendung der normalen Implikation gilt eben: Ein Schluss auf eine Tau-
tologie ist immer ebenfalls eine Tautologie: ® = Tautologie. Somit muss in der Wahrheitsta-
fel unter dem zentralen Relator = 4mal + stehen: + + + +.

Man konnte hier wiederum fragen, ob man dem logischen (analytischen) Implikator = {i-
berhaupt bei einem Schluss verwenden darf, fiir den sich keine (sinnvolle) Wahrheitstafel
aufstellen lisst, ob man vielleicht stattdessen einen Implikator fiir einen nur mathematischen
Schluss bendtigt. Aber ein Schluss wie p(X — Y) =r/n = p(Y) < r/n gehorcht ebenfalls der
fundamentalen Definition des logischen Schlusses, nachdem die Information der Konklusion
eine Teilmenge der Information der Prdmisse ist — das werde ich gleich in 2-3-0-4 zeigen.

Auch eine implikative Wahrheitstafel von p(X — Y) =1/n = p(Y) < r/n stiele auf diesel-
ben Probleme. Daher habe ich darauf verzicht, sie darzustellen.

Fassen wir noch einmal zusammen, welche Quantifzierungen von Schliissen vorgenommen
wurde. Wir haben zuerst die Gesamtformel von (X — Y) —— Y berechnet, dann die Einzel-
komponenten und wollen jetzt beides in einer Kombinations-Formel integrieren, systematisch:
e Gesamtformel: p((X > Y)——> Y) =m/n
¢ Einzelkomponenten-Formel: p(X > Y) =t/n —— p(Y)=s/n
e Kombinierte Formel: [p(X > Y)=1/n A p(Y)=s/n]—> [p(X > Y)— Y) =m/n]

2-3-0-4 WAS IST EIN QUANTITATIVER SCHLUSS ?

Wir haben gesehen, dass man als Inbegriff eines logischen Schlusses verstehen kann: Die
Information der Konklusion ist in der Information der Prdimisse bereits enthalten, ist also eine
Teilmenge der Konklusions-Information. Wie man traditionell sagt: Der Schluss (geht) vom
Allgemeinen auf das Besondere. Die Frage ist: Wie sieht das bei einem quantitativen Schluss
aus? Geht es da auch ausschlieBlich um diesen Zusammenhang der Informations-
Ubertragung? Oder spielt bei einem quantitativen Schluss zusitzlich ein mathematisches,
numerisches Moment eine Rolle? Zur Beantwortung der Frage mdchte ich 2 Arten von
Schliissen unterscheiden, man konnte sie quantifizierte vs. quantitative Schliisse nennen.

e quantifizierte Schliisse

Ein Beispiel ist: p(X)=1/n A p(Y)=s/n = p(Y)=s/n

Dies ist zwar formal ein quantitativer Schluss, aber besser sprache man vielleicht von einem
quantifizierten Schluss, denn dieser Schluss hat genau dieselbe Informations-Struktur wie der
folgende qualitative Schluss: X A'Y = Y. Die Quantitdt spielt hier keine Rolle fiir den
Schluss, sie ist sekundar.

e quantitative Schliisse
Als erstes Beispiel folgender Schluss mit einer Ungleichung : p(X A Y)=1/n = p(Y)>r/n



388 Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik

a a—+c
In Formeln: — =r/n = ——— > r/n

a+b+c+d a+b+c+d

Man konnte zunichst meinen, dass hier wirklich die Information numerisch ist, zumal es auch
kein einfaches qualitatives Vorbild gibt. Und zumal wir die Information des Schlusses analog
auch in einer mathematischen Gleichung bzw. Ungleichung ausdriicken konnen.

a < a—+c
a+b+c+d  a+b+c+d

Setzen wir aber z. B. folgende konkrete Werte ein:
PXAY)=2/5 = p(Y)=2/5 (es gilt die Grundbedingung p < 1).
Fiir p(Y) = 2/5 konnen wir dann vereinfacht schreiben : p(Y) =2/5 v 3/5 v 4/5 v 5/5
Genauer: p(Y)=2/5 v p(Y)=3/5 v p(Y)=4/5 v p(Y)=5/5
Also: p(XAY)=2/5 = p(Y)=2/5v3/5v4/5v5/5
So gesehen hat der quantitative Schluss (anndhernd) die Struktur des qualitativen Schlusses:
XAY=>YVvVVvWvVvZ
Die Ungleichung wurde also aussagen-logisch durch eine Disjunktion ausgedriickt. Zwar ist
bei diesem Schluss die Quantitét nicht sekundir, dennoch geht sie nicht unmittelbar ein in die
Logik des Schlusses. Wir brauchen kein zusdtzliches mathematisches Moment, um den
Schluss zu begriinden. Sondern es gilt Gesamt-Information: p(X A Y) = t/n, Teil-Information:
p(Y) = t/n, und die Teil-Information ist in der Gesamt-Information bereits enthalten. Wenn
man diese Beziehung hier auch durch eine mathematische Un-/Gleichung direkt ausdriicken
kann, der logische Ansatz des ,,Informationsflusses* ist eigenstidndig, und er ist ausreichend.

Als zweites Beispiel p(X) =1 Ap(Y)=1 = p(Y)>0.

Diesen quantitativen Schluss kann man leicht auf einen quantoren-logischen Schluss zuriick-
fiihren: A(X) A A(Y) = V(X), sprachlich z. B.: ,,Wenn alle X wahr sind und alle Y wahr sind,
dann sind auch einige Y wahr*. Gerade der Schluss von ,,alle* auf ,,einige* demonstriert be-
sonders deutlich das Prinzip ,,vom Allgemeinen zum Besonderen®.

Das Ganze ist ,alle, der Teil ist ,,einige; der All-Satz (A bzw. p = 1) beinhaltet die Ge-
samt-Information. Man konnte denken: p > 0 enthdlt mehr Information als p =1, weil p > 0
(trotz der Einschriankung p < 1) doch einen viel groBeren Zahlenbereich abdeckt als p = 1, das
nur genau einen Wert umfasst. Aber dies ist ein Irrtum: Je weniger Moglichkeiten eine Rela-
tion oder Variable umfasst, desto hoher der Informationsgehalt. Somit besitzt p > 0 wesent-
lich weniger Informationsgehalt als p = 1, ist in p = 1 bereits enthalten: p=1 = p > 0. (Auch
hier konnte man letztlich p > 0 quasi auf eine aussagen-logische Disjunktion zuriickfiihren.)

Ein drittes Beispiel: p(X = Y)=7/10 A p(Y)=5/10 = pX—>Y—>Y)=8/10
Wie in 2-3-0-2 gezeigt, ldsst sich dieser Schluss berechnen nach der allgemeinen Gleichung:
pPX—=>Y)=r/n A p(Y)=sh = pX—>Y—>Y) = 1 -r/n+snh.
Als Formel (mit den Beispielwerten) ergibt sich hier:

_atetd o . atc g4 -, _atbtc o,

a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

Als Gesamt-Information aus den beiden Pramissen ergibt sich: a + ¢ =5,b=3,d =2. Als
Teil-Information ist ableitbar: a+b +c=8,a+b+c+d =10, also die Werte der Konklusion.
Machen wir die Gegenprobe: Welche Informationen enthélt die Konklusion?
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a+b+c=8,d=2. Wir konnen aber nicht ableiten: a+ c¢=5und b = 3.

Zwar miissen wir, um die Wahrheit dieses Schlusses zu berechnen, mathematische Operati-
onen wie Addition und Subtraktion verwenden. Aber der Schluss selbst enthélt keinen beson-
deren mathematischen Faktor, sondern er beinhaltet nur das logische Prinzip, dass die Teil-
Information in der Gesamt-Information enthalten ist, man somit von der Gesamt-Information
sicher auf die Teil-Information schlieBen kann. Somit ist = in allen 3 Féllen berechtigt.

2-3-0-5 PROBLEME QUANTITATIVER SCHLUSSE

Warum gibt es Probleme bei der Aufstellung von guantitativen Schliissen und insbesondere
threr Wahrheitstafeln, Probleme, die bei qualitativen Schliisssen bzw. Wahrheitstafeln nicht
entstehen? Wir haben schon einige Punkte angesprochen und fassen sie abschlieBend noch
einmal systematisch zusammen:

e Numerische Variablen

Beim qualitativen Schluss wie z. B. X = X v Y haben wir es mit Konstanten zu tun, er steht
fiir p(X) =1 = p(X v Y) = 1. Bei quantitativen Schliissen arbeitet man mit numerischen Va-
riablen wie z. B. bei p(X) =1/n—— p(X v Y) = s/n. Wir miissen hier das Zeichen —— fiir
semi-analytische Implikation verwenden, denn ob der Schluss streng giiltig ist oder nicht,
hingt davon ab, welche konkreten Werte man fiir die Variablen einsetzt; bei manchen Werten
ist er giiltig, bei anderen nicht.

Streng giiltig wird der Schluss z. B. in der Form: p(X) =1 = p(X v Y) = 1. Allerdings gibt
es dennoch generell strenge quantitative Schliisse wie p(X) =1/n = p(X v Y) > t/n; hier
wird jedoch der Wert von X v Y durch eine Ungleichung bestimmt, es geht damit um ein /n-
tervall von Werten.

¢ Probleme der Negation

Ein wichtigeres, zentrales Problem ist die Negation. Wihrend die Negation von X, ndmlich
—X, genau bestimmt ist (quantitativ p = 0), bleibt die Negation einer numerischen Variable
p(X) # r/n vollig unbestimmt (abgesehen von den Einschrankungen 0 < r/n < 1). Aber auch
wenn man ein konkretes Beispiel nimmt, z. B. p(X) # 3/5, ist der Wert unbestimmt. Hilt man
sich an die genannten Bedingungen, so sind immerhin folgende Werte moglich: 0/5, 1/5, 2/5,
4/5, 5/5. Auch die Negation von p(X) < r/n, ndmlich p(X) > r/n (und entsprechend) fiihrt nicht
zu eindeutigen Werten. Das Problem entsteht vor allem, wenn die Negationen in der Pramisse
bzw. den Pramissen vorkommen.

Das hindert zundchst noch nicht, einen (positiven, nicht negierten) strengen numerischen
Schluss aufzustellen, z. B. p(X > Y) =1/n = p(Y) < r/n. Sowie man aber die Wahrheitsbe-
dingungen angeben will bzw. eine Wahrheitstafel aufstellen will, bendtigt man die Negatio-
nen, und dann beginnen die Probleme. Allerdings werden wir sehen, bei der quantitativen
Aussagen-Logik, wo eine Negation genau zu einem bestimmten Wert fihrt (p # 1 < p = 0),
lassen sich addquate Wahrheitstafeln aufstellen.

e Implikation
Auch die besondere Definition der Implikation ® — ¥ ist hier zu nennen. Es wurde schon
mehrfach, auch im Bereich der qualitativen Aussagen-Logik, darauf hingewiesen, dass die
Deutung der Implikation prinzipiell problematisch ist, weil die ndmlich auch als giiltig ange-
sehen wird, wenn das Vorderglied ® ungiiltig ist bzw. wenn beide Glieder @, ¥ ungiiltig sind.
Das widerspricht der normalsprachlichen Auffassung eines Wenn-dann-Satzes.

Nun hat diese Deutung der Implikation wie beschrieben auch Vorteile, und so mag man sie
im qualitativen Bereich durchaus verwenden. Im quantitativen Bereich ist die normale Impli-
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kation aber (bei negativem Vorderglied) normalerweise unangebracht, unsinnig oder gar
falsch. Machen wir den direkten Vergleich:

1. qualitativer Schluss: (X—>Y) AY = X->Y) —Y

2. quantitativer Schluss : p(X > Y)=7/10 A p(Y)=5/10 = p(X—>Y)—> Y)=8/10

Frage nach der Giiltigkeit des Schlusses bei negativen Pramissen:

1. qualitativer Schluss: «(X > Y) A=Y = X—>Y) —Y
der qualitative Schluss ist giiltig, wenn X — Y und Y negiert sind

2. quantitativer Schluss: p(X = Y) # 7/10 A p(Y)#5/10 — p(X—>Y)——> Y)=8/10
der quantitative Schluss ist vollig unbestimmt bei negativen Pramissen, man kann ihn
allenfalls als partiell kennzeichnen, die Konklusion kann wahr sein oder falsch.

Nach der Definition der Implikation miisste der quantitative Schluss aber auch giiltig sein,
wenn die Prdmissen falsch sind, d. h. es miisste (als Tautologie) gelten:

PX—>Y)=7/10 A p(Y)=5/10 = p(X—>Y)——> Y)=28/10 (ungiiltig)

Hier kommt es gewissermallen zu einer Diskrepanz zwischen Logik und Mathematik: Was
sich mathematisch, quasi inhaltlich als falsch erweist, kann dennoch der rein mechanischen
logischen Festlegung der Wahrheitswerte entsprechen. Dann man muss aber einfach konsta-
tieren: Giiltige quantitative Schliisse gelten nicht mehr (automatisch), wenn man sie negiert
(Ausnahme: Schliisse der quantitativen Aussagen-Logik, wo nur Werte p = 1 oder p = 0 vor-
kommen.). Die Definition der Implikation darf also nicht ohne weiteres auf quantitative
Schliisse angewandt werden. Vielleicht kann man sich das so &hnlich erkldren, wie das eine
Division durch 0 in der Mathematik verboten ist.

¢ Kontradiktion

Ein weiteres Problem der Implikation ist die Kontradiktion. Eine Implikation, analytisch ein

Schluss, ist wie gesagt nur kontradiktorisch (logisch falsch), wenn die Prdmisse wahr ist und

die Konklusion falsch. Hier miissen wir drei Félle unterschieden, am Beispiel von:
pPXAY)=r/n = p(Y) > t/n, in Formeln:

D — % en=s 2T s
at+b+c+d at+b+c+d

Eindeutig ein strenger Schluss mit =.

2) — 4 —tm > are = 1/n
a+b+c+d a+b+c+d

Dieses Ergebnis ist moglich, aber nicht notwendig. Daher nur ein partieller Schiuss mit—.

3) 4 —m _are . r/n
at+b+c+d at+b+c+d

Aber welchen Implikations-Relator soll man hier einsetzen? Offensichtlich liegt ein Wider-
spruch vor, denn der zweite Bruch kann nicht kleiner sein als der erste. Auch der partielle
Implikator —— verbietet sich daher. (An fritherer Stelle habe ich einmal diskutiert, ob man
einen negierten partiellen Implikator, also — —— einsetzen kann, dies aber letztlich verwor-

fen.) Eigentlich miisste man erwarten, dass der kontradiktorische Implikator # verwendet
wird, aber der wire (auf Grund der extremen Definition der kontradiktorischen Implikation)
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nur einzusetzen, wenn der Pridmissen-Bruch eine Tautologie und der Konklusions-Bruch
selbst eine Kontradiktion wére, beides ist aber nicht der Fall. Anscheinend ist aber die nega-
tive logische Folge = — gegeben.

Uberpriifen wir das an einem konkreten Beispiel:

Gilt — % =35 =, —2T¢ 35 9
a+b+c+d a+b+c+d

Da —p<t/n < p 2= r/n kann man auch schreiben:

B . B L LS V)
a+b+c+d a+b+c+d

Hier liegt wirklich ein giiltiger Schluss vor.

e Wahrheitstafel
Das Hauptproblem bei quantitativen Schliissen sind wie beschrieben die Wahrheitsbedingun-
gen bzw. die Wahrheitstafel — fir die man ndmlich Negationen bendtigt.

Bei quantitativen Schliissen (Relationen) lassen sich nur eingeschrinkt Wahrheitstafeln
verwenden bzw. gelten nicht alle logischen Gesetze: So gilt in der qualitativen Aussagen-
Logik nicht nur ® A¥Y = ® —— ¥, sondern auch -® A =¥ = ® —— V. Quantitativ
gilt aber p(®)=1/n Ap(¥Y) —> p(® —— ¥)=m/n. Und selbst wenn bei konkreten Wer-
te der strenge Schluss p(X — Y)=7/10 A p(Y)=5/10 = p(X—>Y)—> Y) =28/10, gilt,
dann gilt die Konklusion nicht bei negativen Pramissen p(X — Y) # 7/10 A p(Y) = 5/10.

Also: Die Wahrheitstafel funktioniert hier nicht, oder allgemeiner: Der wahrheitswert-
funktionale Ansatz funktioniert nur eingeschrinkt bei quantitativen Sdtzen bzw. Schliissen.
Die grofle und wichtige Ausnahme sind die Schliisse der quantitativen Aussagen-Logik, bei
der nur mit den Werten p = 1 und p = 0 gearbeitet wird; diese bietet dieselben Moglichkeiten
wie die qualitative Aussagen-Logik, wie in Punkt 2-4 gezeigt werden wird.

Generell kann man allerdings auch in Frage stellen, ob man bei einem quantitativen Schluss
iiberhaupt eine Wahrheitstafel bendtigt. Das zweiwertige + und — der Wahrheitstafel ist hier
eigentlich in einer quantitativen Funktion aufgeldst. Man fragt hier nicht: Wenn @ giiltig ist,
ist dann auch W giiltig? Sondern: Wenn @ den Wert r/n hat, welchen Wert hat dann WY? Zwar
kann man dennoch bei jedem konkreten Wert wiederum fragen: Hat p(®) den Wert r/n oder
nicht? Doch dies ist wenig sinnvoll, fithrte zu einem infiniten Regress. Die Berechnung des
Wertes der Konklusion ist letztlich eine Weiterentwicklung der Wahrheitstafel der Aussagen-
Logik. Man darf dies aber nicht mit einer Quantifizierung der Wahrheit verwechseln, diesem
Thema widmen wir uns spéter.

e Positiv-Implikation

Man kann die Implikation im generellen quantitativen Bereich normalerweise nur mit einer
gewissen Berechtigung verwenden, wenn man konsequent und vollstdndig auf eine konditio-
nale Wenn-dann-Deutung verzichtet und ® — ¥ ausschlieBlich im Sinne der &quivalenten
Relation —(® A —¥) deutet. Nur, das entspricht nicht der iiblichen oder wenigstens iiberwie-
genden und wesentlichsten Deutung der Implikation.

Von daher diirfte es ggf. sinnvoller sein, bei quantitativen Schliissen die Positiv-Implikation
® *— V¥ zu verwenden. Diese ist ja nur definiert, wenn das Vorderglied bzw. der Vordersatz
giiltig (+) ist, somit treten die Probleme eines negativen Vordergliedes gar nicht auf.

D. h. fiir unser Beispiel: p(X > Y) =7/10 A p(Y)=5/10 = p(X—>Y)—> Y) = 8/10.
Die Relation ist nur definiert, wenn gilt: p(X — Y) = 7/10 und p(Y) = 5/10. Damit fallt die
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problematische Mdglichkeit, dass beide Pramissen falsch sind, als nicht definiert weg. Also
besser mit der Positiv-Implikation:
PX—=>Y)=7/10 A p(Y)=5/10 *= p(X—>Y)—> Y)=28/10.
AuBerdem ist die Kontradiktion bei der Positiv-Implikation viel unproblematischer:
So hat man keine Schwierigkeiten, im obigen Fall den kontradiktorischen Implikator einzu-

setzen, z. B..p(X A Y) =1/n *# p(Y)<r/n
Dennoch habe ich darauf verzichtet, nun immer die Implikation — durch die Positiv-
Implikation *— zu ersetzen, solange die problematischen Fille nicht zur Sprache kommen.

Fazit: Die Wahrheitstafel ist bei quantitativen — semi-analytischen oder analytischen —
Schliissen nur partiell verwendbar; dasselbe gilt generell fiir semi-analytische / analytische
Relationen. Allerdings gibt es bei bestimmten Schliissen die Moglichkeit, den Wert der Kon-
klusion aus den Pramissen zu berechnen. Fassen wir die uniibersichtliche Situation noch ein-
mal zusammen, unter Einbeziehung synthetischer Relationen (mit Beispielen):
1) synthetische Relationen

e 1fache Quantitat: p(X — Y) = r/n. Keine Wahrheitstafel und keine Berechnung moglich.

e 2fache Quantitit: p(X) = r/n — p(Y) = s/n. Wahrheitstafel moglich, mathematisch sinnlos.
2) semi-analytische Relationen

e 1fache Quantitit: p((X - Y)—— Y) = m/n. Wahrheitstafel geht nicht, aber Berechnung.

e 2fache Quantitit: p(X —» Y) = r/n—— p(Y) = s/n. Wahrheitstafel bedingt moglich.

(Das Entsprechende gilt fiir streng analytische Relationen bzw. Schliisse.)

2-3-1 Implikation

2-3-1-1 DEFINITION

Ich werde im Folgenden wieder verschiedene implikative Beziehungen untersuchen: primér
die Implikation, aber auch Replikation und Aquivalenz. Es geht hier — im analytischen Kapitel
—um semi-analytische, tautologische und kontradiktorische Relationen.

2-3-1-2 SEMI-ANALYTISCHE RELATIONEN
Ich nehme bei den semi-analytischen Relationen zur besseren Vergleichbarkeit immer eine
Relation zwischen X - Yund X v Y, also: R(X > Y, X vY).

¢ Implikation

X=>Y —D> XvVvY

a ++ + + +++
b + - — + 4+ 4+ -
b -+ + + -+ +
d -+ - - - =
. o a+b+c
Hier ergibt sich als Gesamtformel: p(X > Y —> X vY)=pXVvY)= ———
at+b+c+d

e Replikation
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->Y ——
+ +

Y
+ +

+ +
+ 4+ + <

X
+
4+ - - —

-+ + + -+ +

-+ - 4+ =

a+c+d

PX>Y «— X VvY)=pX->Y)= —
at+tb+c+d

e Aquivalenz

I i
+ 0+
+ + =<
s+
I+ + X
+ + + <
+ 1+ =

a—+c
a+b+c+d

PX>Y <> X vY)=pk)=

2-3-1-3 TAUTOLOGIE

Ich habe oben einen semi-analytischen Schluss genauer untersucht. Zum Vergleich sei jetzt
ein echter, fautologischer Schluss herangezogen: X AY = Y

Die Wahrheitstafel lautet:

ANY Y
++ + +

+ o+

-+ + +

+ + 4+ + |

Die Formel fiir die gesamte Relation lautet:

at+b+c+d

X AY = Y)=
P(X A ) at+b+c+d

Dies zeigt, dass gelten muss: p(X AY = Y)=1

Und fiir jede Tautologie (mit 2 Variablen) gilt: p(Tautologie) = atbtc+d
a+b+c+d
Die Formeln fur die beiden Teil-Relationen sind:
a a+c
XAY)=s ——— Y)y= — - '%
P ) a+b+c+d p(Y) a+b+c+d

Es ist aber belanglos, welche Werte man hier einsetzt. Denn jeder Schluss auf eine Tautologie
ist eine Tautologie: Beliebige Relation = Tautologie.
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Auch wenn man solche Werte einsetzt, dass p(X A Y) und p(Y) eine Kontradiktion bilden, ja
sogar dann ist der Schluss tautologisch (vgl. 2-3-1-4).

2-3-1-4 KONTRADIKTION

Jetzt zur kontradiktorischen Implikation, z. B. (X 'v' =X) # (X "A” = X).
Die (vereinfachte) Wahrheitstafel lautet:
X'V =X)& X A =X)
+ J— —

+
+ - —
+

Daraus ergibt sich folgende Formel:

PX TV =X) B (X A =X)= 0

a+b+c+d:

Man konnte auch vertreten, hier wére gar keine Formel aufzustellen, im Zahler diirfte eigent-
lich gar nichts stehen.
Jeder Schluss von einer Kontradiktion ist bei Einsatz der Normal-Implikation tautologisch:
Kontradiktion = beliebige Relation.

2-3-1-5 DREI VARIABLEN
Ich gehe hier von 3 Variablen X, Y, Z aus.
Zunéchst eine semi-analytische Implikation: X vYVvZ —> XA Y A Z
e Fiir X vY v Z kann man auch schreiben: v(X, Y, Z), also den Relator v vorgestellt.
In der Wahrheitstafel unten verwende ich zur besseren Ubersicht auch die folgende Schreib-
weise (X, Y, Z)v, also den Relator v nachgestellt.

XY |2 |v |—> | A |X]Y |2)
ap |+ |+ |+ |+ |+ |
a |+ |+ [— |+ | = — |+ |+ |=
by |+ |- |+ [+ ]| = — |+ = |+
b2 + |- |= |+ — — |+ = |=
cL |— |+ [+ |+ | = — = |+ |+
C|— |+ |- |F — — = |+ |=
di |— |= |+ |+ | = | =]=|= |+
d |- |- |- |- | + — = = |=

Die semi-analytische Relation X v Y vZ ——> X AY A Z ist analytisch dquivalent der syn-
thetischen Aquivalenz X <> Y <> Z; die ist eben nur giiltig, wenn entweder alle Variablen, X,
Y, Z giiltig sind (1. Zeile) oder alle ungiiltig sind (letzte Zeile).

XVvYVZ — XAYANZ) e XeoYeZ
Als quantitative Gesamtformel ergibt sich:
a +d,

pPXVvYVZ —XAYAZ)=
a+a,+b+b,+c +c,+d +d,
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Und zwar gilt fiir die einzelnen Relationen:

a,+a,+b+b,+c +c,+d,
a+a,+b+b,+c +c,+d +d,

pXvYvZ)=

a

PXAY AZ)=
a+a,+b +b,+c +c,+d +d,

Dreht man die eben genannte semi-analytische Relation um, so erhélt man eine streng analy-
tische Relation, eine Tautologie: X AYAZ = XVvYVZ

Die Gesamtformel hierfiir lautet:

a+a,+b +b,+c +c,+d +d,
a+a,+b+b,+c,+c,+d +d,

PXAYAZ = XVvYVZ)=

Somit gilt: pXAYAZ = XVvYVvZ)=1
Und wie entsprechend bei den Tautologien mit 2 Variablen angemerkt: alle Tautologien mit
3 Variablen haben dieselbe Formel, und alle Tautologien haben den Wert p = 1.

2-3-2 Positiv-Implikation

Bei der Positiv-Implikation beschridnke ich mich auf die implikative Betrachtung, d. h. bei
einem Schluss ® *= ¥ untersuche ich nur den Aspekt, inwieweit ¥ aus ® folgt.

Ich gebe dabei immer die qualitative Struktur an, die quantitative Struktur und die mathe-
matische Formel. Allerdings ist die qualitative Struktur nicht mit der quantitativen genau i-
dentisch, die qualitative Struktur gibt nur die Basis; genau entsprechende qualitative und
quantitative Schliisse werden im nédchsten Punkt {iber quantitative Aussagen-Logik behandelt,
in der ndmlich nur mit Werten vonp =1 und p =0 gearbeitet wird.

Bei den unten gezeigten Schliissen kommt als synthetischer Schluss immer die Positiv-
Implikation X *— Y vor. Als analytischen Zentral-Relator kann man normalerweise sowohl
= oder *= verwenden. Ein Kriterium ist, ob die Kontraposition gilt, also:

DP=Y) < (Y =>-D)
Denn bei der normalen Implikation gilt die Kontraposition, bei der Positiv-Implikation aber
nicht. Urspriinglich ist die Kontraposition zwar nur auf die qualitative Aussagen-Logik bezo-
gen, aber man kann sie auch in der quantitativen Logik verwenden. Und zwar bendtigt man
dabei vor allem folgende (allerdings nicht unproblematische) Negationen:

Position Negation

p(®) <r/n —[p(®) <1t/n] & p(®)>1/n
p(®) >r1/n —[p(®) >1/n] < p(®)<rt/n
p(®)=r/n —[ p(®)=1/n]< p(®)#1/n

2-3-2-1 MODUS PONENS
U] qualitative Basis: (X *> Y)AX *= Y
] quantitativ: pPX*>Y)=1r/n ApX)=1 *= p(Y)=r1/n

+ +
[] Bruch: a _r A $:1 *—y _are _r
a+b n at+b+c+d at+b+c+d n




396 Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik

Erlduterung:

o erster Bruch (bzw. erste Pramisse): daraus ergibt sich: a=r,a+b=n.

e zweiter Bruch: aus dem ergibt sich:a+b>0,c+d=0

e abgeleiteter dritter Bruch (bzw. Konklusion): im Zéhler steht noch a, im Nenner noch a + b,
somit wie im ersten Bruch: p = r/n (wobei auch moglich ist, dass r = 0)

Voraussetzung flir einen solchen Schluss ist, dass p(X) = 1 (jedenfalls, wenn die genauen

Werte von a, b, ¢ und d nicht bekannt sind).

2-3-2-2 SCHLUSS VON POSITIV-IMPLIKATION AUF IMPLIKATION

] qualitative Basis: (X *>Y)= X—->Y)

] quantitativ: pPX*>Y)=1t/n = p(X—>Y)> 1/n
a r a+c+d r

[ Bruch : =— = " >
a+b n a+b+c+d n

In dem Ausnahmefall, dass b =0, ist sowohl p(X *—> Y)=1 wiep(X > Y) = 1.
Es handelt sich hier um den deterministischen Fall (Voraussetzung a > 0).
Wenn dagegen b > 0, sind haben beide Briiche einen Wert p < 1.

Man kann auch folgende Formel verwenden:
a r a+c+d s

at+b n at+b+c+d m

Dabei gilt: s >, m > n. Es ergeben sich also folgende Losungen fiir den zweiten Bruch:
rr+l r+2

s‘m = —, , yeu

nn+l n+?2

Erlduterung an einem Zahlenbeispiel:

e erster Bruch: @ _ i Alsoa=4,b=1
a+b
e Zweiter Bruch: hier gilt: _dterd =2 s> 4, m =5
4+1+c+d m
Konkret ergeben sich folgende mogliche Werte:
c+d _dtetd dezimal
4+1+c+d
0 4/5 0,8
1 5/6 0,83
2 6/7 0,86
3 7/8 0,88
4 8/9 0,89

100 104/105 0,99
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Es zeigt sich: Der Wert des ersten Bruches p = 4/5 bleibt immer kleiner als der Wert des zwei-
ten Bruches: 4/5, 5/6, 6/7 usw. Und der erste Bruch ndhert sich zwar p = 1 beliebig an, er
bleibt aber p <1 (1 ist der Grenzwert).

In jedem Fall kann man hier keinen sicheren Wert angeben, sondern nur die Ungleichung:
pX*>Y)=4/5 = p(X>Y)=> 4/5.
Anders gesagt: es ist kein strenger Schluss auf einen bestimmten Wert moglich, sondern nur
auf ein Intervall von Werten.
Man kann den normalen Implikator = verwenden, weil die Kontraposition gilt:
—[p(X—>Y)> 4/5] = —[pX*>Y)=4/5] bzw. anders geschrieben:
PX—>Y)< 4/5] = pX*>Y)=4/5
Zwar ist es korrekt, dass 4/5 ausgeschlossen ist. Aber # 4/5 konnte ja z. B. auch fiir 5/5 ste-
hen, was aber falsch wire. Uberhaupt kénnte (wenn man es nicht einschrinkt) # 4/5 prinzi-
piell fiir jeden méglichen Zahlenwert (z. B.17/1023) auller eben 4/5 stehen, was zu absurden
Ergebnissen flihren wiirde. Viel unproblematischer wére es, wenn man anstelle von # 4/5 den
Wert < 4/5 verwenden wiirde; nur ldsst sich schwer begriinden, warum die Negation von 4/5
unbedingt < 4/5 sein sollte. Hier zeigen sich also erhebliche Probleme der quantitativen Ver-
wendung der Kontraposition.
Gibt man in dem Beispiel nur einen mdglichen Wert an, z. B. 6/7 anstatt > 4/5, so ist der
Schluss nur noch semi-analytisch, z. B.:
PX*>Y)=4/5 — pX—>Y)=6/7
Hier gilt in keinem Fall die Kontraposition, denn aus ,,p(X — Y) # 6/7* folgt ja nicht
HPX *—> Y) = 4/5% weil ,,p(X —> Y) # 6/7 ja nur eine mogliche Losung (Folge) darstellt.
Wie aber die Analyse der Wahrheitstafel gezeigt hat, muss man bei quantitativ-statistischen
Implikationen immer mit paradoxen Werten rechnen. Auch wenn die Kontraposition gilt, mag
man die Positiv-Implikation vorziehen, denn bei ihrer Verwendung ist man in jedem Fall auf
der sicheren Seite.

2-3-2-3 SCHLUSS VON IMPLIKATION AUF POSITIV-IMPLIKATION

] qualitative Basis: (X > Y) *—— X *>Y)

] quantitativ: pPX—>Y)=r1tn *= p(X*>Y)< r/n
[J Bruch: M:L *—y a _S
a+b+c+d n a+b m

s <r,m<n
Alsogilt: s=r,r—1,r—2,...,r—r. Und:m=n,n—-1,n-2,...,(n—n)+1
n —n = 0 ist ausgeschlossen, weil eine Division durch 0 ,,verboten* ist.

Hier liegt wieder der Fall vor, dass die qualitative Basis nur ein partieller Schluss ist, in der
quantitativen Form aber ein vollstindiger Schluss vorliegt (allerdings mit mehreren mogli-
chen Losungen).

Das erldutere ich an einem Beispiel:
r=4,n=5 pX->Y)= Mzi Folglichb =1
a+b+c+d 5

Dann gibt es folgende Moglichkeiten fiir p(X *— Y):
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a c+d ? dezimal
a+b

4 0 4/5 0,8

3 1 3/4 0,75

2 2 2/3 0,67

1 3 1/2 0,5

0 4 0/1 0

Ausgeschlossen ist eben nur: p(X *— Y)=5/5=1.

2-3-2-4 SCHLUSS VON POSITIV-IMPLIKATION AUF KONJUNKTION

[J qualitative Basis: X —>Y) *—— (X AY)

] quantitativ: pPX*>Y)=r/n *= p(XAY)< t/n
OBruch: — 4 =L #5941
a+b n a+b+c+d n

ctd=0 = pX*>Y)=pXAY)

Hier liegt ein Sonderfall vor, weil der Zahler gleich ist (a), nur der Nenner der beiden
Briiche ist verschieden. Fiir den gilt: a+b < a+b+c+d

2-3-2-5 AQUIVALENZ

[J qualitative Basis: (X *>Y) < (X *> —Y)

] quantitativ: pPX*>Y)=1rn © pX*>-Y)=1-1n
[l Bruch : a _r = b :1—1
a+b n a+b n
b
Voraussetzung: a + b > 0. Oder: + =1
a+b a+b

(Dies wird noch genau diskutiert werden: Existenz-Modell vs. Nicht-Existenz-Modell)

2-3-3 Systematik

In diesem Punkt ,,Systematik* behandle ich nur — strenge und partielle — Schliisse. Dabei ver-
wende ich iiberwiegend die normale Implikation. Allerdings wére (als Zentral-Relator) auch
die Positiv-Implikation einzusetzen, dies wire sogar unproblematischer; auf die Problematik
der normalen Implikation, gerade im quantitativen Bereich habe ich schon hingewiesen.

Die generelle Form einer streng analytischen Relation ist: p(®) =r/n = p(¥)=s/n
Bzw. werden im Allgemeinen Ungleichungen statt Gleichungen verwendet:
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p(@)=1t/n = p(¥)>r/n bzw. p(@)=1/n = p(¥)<r/n u. a
Die generelle Form einer partiell analytischen Relation ist: p(@) =1r/n —— p(¥)=s/n
Dabei gilt wie schon ausgefiihrt:
n=1,2, .. r=0,1,...,n s=0,1,..,n.
Somit: p/maximum = n/n = 1, p/minimum =0/n=0. Also0<p<1.
Ich unterscheide im Folgenden:
e qualitativ und quantitativ strenger Schluss
e qualitativ partieller, quantitativ strenger Schluss
e quantitativ partieller Schluss

2-3-3-1 QUALITATIV UND QUANTITATIV STRENGER SCHLUSS
Damit ist gemeint: Die qualitative, aussagen-logische Basis ist ein strenger Schluss, und auch
der quantitative Schluss ist streng analytisch. Allerdings ergibt sich in der quantitativen Form
keine eindeutige Losung. Sondern man kann ein nur Ldsungs-Intervall (bzw. eine Unglei-
chung) oder eine Disjunktion angeben.

Z.B.:p@)=1t/n = p(¥)=1/n v (r+l)n v (r+2)nv ... vn/n
Man konnte natiirlich bezweifeln, ob man hier zu Recht von einem strengen Schluss sprechen
kann, aber in der Aussagen-Logik gilt ja entsprechend: ® = ¥, v ¥, v ... v ¥, auch als
strenger Schluss.

Beispiel: Abtrennungsregel (Simplifikationsregel)
[ qualitativ: XAY = Y
[J quantitativ: p(X AY)=t/n = p(Y) > t/n

a r a+c

0 Bruch: (1) —= > —
a+b+c+d n a+b+c+d

r
> —
n

Kurz-Erlduterung: Wenn ¢ = 0 haben beide Briiche den gleichen Wert. Wenn ¢ > 0, hat der
zweite Bruch einen hoheren Wert.
Aus der Formel ergibt sich zwar, dass auch der zweite Bruch n als Nenner hat. Um dies aber
explizit zu machen, konnte man schreiben:
a r a+c s

Q) —m=— = = sS>r
at+b+c+d n

at+b+c+d n

Es wire auch folgende vereinfachte Form moglich, also eine Gleichung anstatt einer Implika-
tion:

a < a—+c
a+b+c+d a+b+c+d

)

Ich verwende aber im folgenden Text normalerweise die erste Darstellung.
Bei der Ungleichung ergeben sich folgende (n — r +1) Losungen:
s=rr+1,....n
Also: p(Y)=1/mn, (r+1)/n,..,n/n
Wihlt man einen bestimmten Wert fir p(Y), dann kann man nur einen semi-analytischen
Schluss angeben, z. B.: p(X A Y) = t/n — p(Y) = (r+2)/n

Zur Veranschaulichung ein Beispiel mit Zahlen:
r=5n=2=8
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p(XAY)= 5/8= p(Y) > 5/8
Also: p(Y) =5/8, 6/8, 7/3, 8/38. Bzw.: p(Y)=5/8 v 6/8 v 7/8 v 8/8

Eine ganz andere Situation ergibt sich natiirlich, wenn a, b, ¢ und d bekannt sind.

2BipXAY)= — 2 T - 100 _ 100

at+b+c+d - n - 100+50+20+200 370

Dann lasst sich fiir den Wert p(Y) nicht nur ein Intervall angeben, sondern der Wert ldsst sich
genau ausrechnen, ndmlich:

100+ 20 120
100+50+20+200 370

a+c

s
Y)y= ——— — ==
P(Y) at+b+c+d n

Eindeutiger Schluss

Unter bestimmten Bedingungen kann man auch zu einem eindeutigen Schluss — mit genau
einem Ergebnis — kommen, ohne konkrete Zahlen einzusetzen. Die nachfolgend vorgestellten
Schliisse fiihren, im Gegensatz zum oben vorgestellten Schluss, zu einem sicheren Ergebnis
(nicht nur zu einer Disjunktion von Losungen).

e Beispiel: Modus ponens
[ qualitativi X—>Y)AX =Y
[ quantitativ: p(X > Y)=1r/n Ap(X)=1 = p(Y)=1/n

+c+d
[1 Bruch: _arerd _r A
a+b+c+d n

a+b a+c r
—:1 e S
a+b+c+d a+b+c+d n

Erlduterung:

Aus dem ersten Bruch ergibt sich:a+c+d=r

Aus dem zweiten Bruch ergibt sich: c+d =0

Also ergibt sich fiir den abgeleiteten dritten Bruch ebenfalls der Wert p = r/n.
Der Schluss gilt aber nur streng, wenn p(X) = 1.

e Beispiel: Negation
[ qualitativ: (X—>Y) = —(X—>Y)
[ quantitativ: p(X—>Y)=1n = p-(X—>Y)=1-1/n

a+b+c+d n

at+b+c+d n

Im Grunde ist hier nicht nur eine Implikation, sondern eine Aquivalenz gegeben.
pPX—=>Y)=1tmh & p~o(X—>Y)=1-1/n
Allgemein: p(®) =1/n < p(—=®P)=1-1/n

¢ Beispiel: Abtrennungsregel mit 3 Variablen
[l qualitativi XAYAZ = XvYVvZ
[ quantitativ: p(XAY AZ)=1t/n = p(XVvYVZ)> 1t/

al 7
' Bruch: =— =
a+a,+b+b,+c,+c,+d +d, n
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a,+a,+b+b,+c +c,+d,
a,+a,+b+b,+c +c,+d, +d,

r
>
n

2-3-3-2 QUALITATIV PARTIELLER, QUANTITATIV STRENGER SCHLUSS

Dies muss erldutert werden. Es gibt Schliisse, die in ihrer qualitativen aussagen-logischen
Form (also mit implizitem p = 1 oder p = 0) nur partiell giiltig sind, in der quantitativen Form
aber vollstdndig,z. B.: (X vY) —> Y.

X VvY)—>Y
++ 4+ + o+
++ - = -
-+ + + o+
- + —

Ein solcher Schluss hat — quantifiziert — die Struktur: p =r/n = p <1/n. Es handelt sich also
um einen vollstdndigen Schluss (auch wenn es eben keine eindeutige Losung gibt).

Zur Erklarung: (X vY) — Y ist die Umkehrung des strengen Schlusses: Y = (X v Y).
Somit p(X vY)= r/n= p(Y) < r/ndie Umnkehrung von p(Y)=t/n = p(XvY)> r/n.

Eine Merkregel ist:
qualitativ strenger Schluss: quantitativ p(®)=r/n = p(¥) > r/n
qualitativ partieller Schluss: quantitativ p(®@) =1/n = p(¥) < t/n
Es gibt allerdings auch andere Strukturen (vgl. unten).

e Beispiel: Disjunktive Abschwdchung: (X v Y) —> Y (vgl. oben)
[l qualitativ: (XvY) — Y
[ quantitativ: p(XvY)=1n = p(Y)< t/n

a+b+c r a+c r
] Bruch: - 5 = <
at+b+c+d n a+b+c+d n

Fiir q(Y) = sergibtsich:s=r, r—1,..,r—r
Fiir p(Y) = s/n ergibt sich: i,r—_l,..., ror
non n

Ein numerisches Beispiel: r=4,n=6
pXvY)=4/6 = p(Y)< 4/6
Es gilt: p(Y) = 4/6, 3/6, 2/6, 1/6, 0/6

e Beispiel: Implikation impliziert Replikation : (X ->Y) —> (X<« Y): ++—+
[ qualitativ: (X—>Y) —> (X« Y)
[ quantitativ: p(X—>Y)=1n = pX«<Y)=2(n—-r)/n

I Bruch: Mzﬁj a+b+d Sn-r
a+b+c+d n a+b+c+d n

Fir q(X «Y)=sergibtsichn—-r,n—-r+1,..,n—r+r
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o = -r+l —
Fiir p(X <-Y) = s/n ergibt sich: nor , nore yees norer
n n n

Ein Zahlen-Beispiel: r=7,n=10
Gesucht ist der Wert: p(X < Y) =s/n
PX—>Y)=7/10 = p(X<«Y)=(10-7)/10.
D.h. p(X <« Y)2> 3/10.
Dann ergibt p(X «<Y) = 3/10, 4/10, 5/10, 6/10, 7/10, 8/10, 9/10, 10/10.

Zur Erklarung:
Wenn p(X — Y) = 7/10, dann ergibt sich aus obiger Formel: b = 3.
Dennb=n-r.
a+c+d=7. Danach ist es moglich, dass a + d = 0, ndmlich wenn ¢ = 7.
Somit ergibt sich fiira + b + d > 3. (Denn der Wert fiir b steht ja fest.)
Wenn aber ¢ =0, dannista+b +d=10.

Die Relationen X — Y und X < Y und entsprechend die Briiche

at+c+d un a+b+d
a+b+c+d a+b+c+d

sind aber gleich strukturiert. Daher gilt gleichermal3en:

pPX—>Y)=1t/n = pX«<Y)>(n-r1)n
pPX«<Y)=1t/n = pX—>Y) 2(n-r1)n

Eine Variante dieser Formel (nur mit < statt mit >) findet sich z. B. im folgenden Fall:
pPXAY)=1n = p(XA-=Y)<(n-r1)n(vgl 2-3-5).

2-3-3-3 QUANTITATIV PARTIELLER SCHLUSS
Bei einer semi-analytischen Implikation liegt wie erldutert nur eine partielle logische Folge,
ein partieller Schluss vor, zur Symbolisierung verwende ich den /angen Pfeil ——.

o Qualitative Basis: strenger Schluss

Ich greife hier zuriick auf den oben genannten Schluss (Abtrennungsregel):
PXAY)=1tm= p(Y)= 2= 1/n

Seine qualitative Struktur (Basis) ist ein vollstindiger Schluss, ndmlich:
XAY =Y

Als quantitatives Beispiel hatte ich angegeben:
pPXAY)=58= p(Y)= 2> 5/8

Es gibt also folgende Losungen der Gleichung:
p=58,p=6/8,p=7/8p=28/8

Angenommen, man gibt folgenden Schluss an:
PXAY)= 58 —> p(Y)= 7/8

Man konnte dafiir auch allgemein schreiben: p(X A Y)= t/n —— p(Y)= t/n+2/n

Herkommlicherweise wiirde man sagen: Das ist ein Fehlschluss. Aber dies wire inadédquat,
denn p = 7/8 ist ja eine mdogliche Losung. Man sollte daher von einem ‘partiellen Schluss’
sprechen. Ich werde im 4. Kapitel zeigen, wie man solche Schliisse quantitativ bestimmen
kann.
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e Qualitative Basis: Partieller Schluss

Ich greife hier zuriick auf den oben genannten Schluss:
pXVvY)=r1n = p(Y)< t/n

Seine qualitative Struktur (Basis) ist ein partieller Schluss, nimlich:
XvY —Y

Als quantitatives Beispiel hatte ich angegeben
pXVvY)=4/6 = pY)< 4/6

Es gilt: p(Y) =4/6, 3/6, 2/6, 1/6, 0/6

Angenommen ich nehme den Schluss:
pXVvY)=4/6 —> p(Y)= 2/6

Auch hier liegt ein partieller Schluss vor. Denn 2/6 ist nur eine mégliche Losung, aber keine

sichere Losung.

2-3-3-4 UBERSICHT
Ich habe bisher 4 Ungleichungen zur Berechnung von p(¥) aus p(®) entwickelt (es muss
noch gepriift werden, ob damit alle Moglichkeiten erfasst werden).

l. p(@)=1t/n = p(¥)< t/n

2. p(@)=1t/n = p(¥)= t/n

3. p(@)=1/n = p(¥)> (n—r1)n

4. p(@)=1n = p(¥)< (n—1)/n

Zusammenfassend gebe ich einige Beispiele fiir diese Ungleichungen.

l.p@)=1/n = p(¥)< t/n
Schliisse, die aussagen-logisch, qualitativ, nur semi-analytisch sind, aber Umkehrungen von
vollstdndigen Schliissen darstellen. Hier gilt: Die giiltigen Welten der Konklusion (z. B. a und
¢) sind eine Teilmenge der giiltigen Welten der Prdmisse (z. B. a, b und c).

e XvY—>Y (Umkehrschluss: X vY «<Y)

pPXvY)=1n = p(Y)< t/n _atbte _ /n = _are < 1t/n
a+b+c+d a+b+c+d
e XvY—> XAY (Umnkehrschluss: X vY < X AY)
pPXvY)=1n = p(XAY)<Z t/n _atbte _ T L—
a+b+c+d a+b+c+d

2.p(@)=1/n = p(¥)> t/n
Schliisse, die aussagen-logisch (qualitativ) streng analytisch sind. Die giiltigen Welten der
Pramisse sind eine Teilmenge der giiltigen Welten der Konklusion.

oY = XVvY
pY)=1n = p(XVvY)>r/n _are . /n = _atbtc >r1/n
a+b+c+d a+b+c+d
e XAY=>XVY
pPXAY)=1n = p(XVvY)>r/n — 4 —th > _atbte > 1r/n

a+b+c+d a+b+c+d
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3. p@)=1n = p(¥)> (n—1)/n
Schliisse, die aussagen-logisch (qualitativ) partiell analytisch sind. Dabei schneiden sich die
Mengen der giiltigen Welten von Pramisse und Konklusion.

e(X=>Y)—>(X«Y)
pPX—>Y)=1n = pX«<Y)> (n—1)n

a+c+d r a+b+d n—r
at+b+c+d n a+b+c+d n

« (X Y)— (=Y)
pPX—>Y)=1n = p(=Y)> (n—1)n

a+c+d r b+d n—r
a+b+c+d n a+b+c+d n

4. p(@)=1/n = p(W)<(n—1)n
Schliisse, die aussagen-logisch (qualitativ) partiell analytisch sind. Dabei sind Pramisse und
Konklusion in keiner Welt gemeinsam giiltig.

e(XAY)—/8> (XVY)
PXAY)=1n = p(XVY) < (n-1r)/n

_r_ d L nor
n a+b+c+d n

a
at+b+c+d

Neben den Ungleichungen (bzw. Schliissen mit Ungleichungen) kann man auch Gleichungen
verwenden:

¢ bei Negationen

e bei Schliissen mit 2 oder mehr Pramissen

Ich bringe hier eine Reihe von Gleichungen, ohne Anspruch auf Vollstindigkeit:
1. Negation

p(®)=1/n & p(¥)=1-1/n

p(®@)= 1-p(¥) bzw. p(¥)=1-p(®) bzw. p(®) +p(¥)=1

Beispiel beliebig, etwa: p(X - Y)=1/n < p(-(X—>Y))=1-r/n.

2. Addition
p(®@1) + p(P2) = p(*)
Beispiel: p(X A Y)+p(XVY) = pX©Y)
a N d _ a+d
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

Allgemein: p(®;) + p(Dy) + ... + p(Dy) = p(P)
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Beispiel: p(X A Y)+p(X—<Y)+ pXVY) = p(X—>Y)
a N c . d _ a+c+d
at+b+c+d at+b+c+d at+b+c+d at+b+c+d

3. Subtraktion
p(®1) — p(®2) =p(¥)
Beispiel: p(X><Y) - p(X—<Y) = p(X>-Y)
b+c c _ b
a+btctd a+b+c+d a+btc+d

Allgemein: p(®;) — p(D3) — ... — p(®n) = p(P)
Beispiel: p(XvY) —(p(X—<Y)-p(X>-Y) = p(XAY)

a+b+c 3 c 3 b _ a
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

4. Kombiniert
Problematisch wird es, wenn sich die Wahrheitstafeln iiberlappen. Hier ist auch zu bertick-

sichtigen, ob sich die Verbindung z. B. auf eine Konjunktion oder Disjunktion bezieht (vgl. 1-
3-3-3 und 1-3-4-2).

Beispie: p(X > Y) +p(X«Y) -1 = p(X < Y)

at+c+d N a+b+d B a+b+c+d: a+d
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

Dieses Beispiel bezieht sich auf die Konjunktion: (X > Y) A (X < Y) & (X ©Y)
Beispiel : p(X><Y) +p(X|Y) =p(X]Y)

b+c N b+c+d  2b+2c+d
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

Wenn man sich auf die Disjunktion (X ><Y) v (X | Y) < (X|Y) bezieht, muss man die dop-
pelten Variablen bzw. Buchstaben streichen, um das richtige Ergebnis zu bekommen.
Streicht man das doppelte ,b’ und ,c’, so ergibt sich das erwiinschte Ergebnis:

b+c+d
at+b+c+d

2-2-3-5 PSEUDO-SCHLUSSE
Ich habe verschiedene Strukturen zur Berechnung von Schliissen ,,p(‘V) folgt aus p(®)* vor-
gestellt:

p(®)=1/n = p(¥)>r/n

p(®)=1/n = p(¥)<r/n

p(®)=1r/n = p(¥)> (n—r)n

p(®)=1r/n = p(¥)<(n—r)n

p(®)=1/n & p(—®)=1-1/n
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Ob damit alle moglichen Schluss-Typen (mit zwei Variablen) erfasst sind, muss noch weiter
untersucht werden. In manchen Fillen ist aber gar kein Schluss mdglich, weil die Relationen
vollstindig unabhdngig voneinander sind. Man kann von Pseudoschliissen sprechen.
Wir miissen also genau unterscheiden:
e strenger Schluss =
e partieller Schluss —>

e kontradiktorische Implikation £
e kein Schluss/Pseudoschluss --—

Im Folgenden sollen zwei komplexere Relationen darauthin untersucht werden, welcher
Schluss bei ithnen vorkommt, vor allem, ob dabei Pseudoschliisse vorkommen.

e Priifung: p(X AY)=1/n und p(X A=Y)=s/n

Ich habe schon darauf hingewiesen, dass laut den Wahrheitstafeln zwischen den Konjunktio-
nen X A Y und X A —Y eine Abhdngigkeit besteht. Das soll jetzt auch im quantitativen Be-
reich belegt werden. Es gilt:

a r b s

- = pXA=Y)= =
a+b+c+d n a+b+c+d n

pXAY)=
Man konnte zunédchst vermuten, dass die beiden Relationen voneinander unabhdngig sind,
weil im Zdihler keine gleichen Variablen vorkommen. Dies wére aber ein Irrtum.
Stellen wir uns die Frage, inwieweit von p(X A Y) auf p(X A =Y) zu schlieBen ist. Und
verdeutlichen wir uns das am Beispiel n = 3.

— 4 a  btc+td | b c+d A
a+b+c+d at+b+c+d
3/3 3 0 0 0 0/3
2/3 2 1 1 1/3

0 1 0/3
1/3 1 2 2 0 2/3

1 1 1/3

0 2 0/3
0/3 0 3 3 0 3/3

2 1 2/3

1 2 1/3

0 3 0/3

Die 2. Zeile z. B. ist folgendermalen zu lesen:
a

Aus —— =2/3 folgt:a=2undb+c+d=1.
a+b+c+d
Dann gibt es zwei Moglichkeiten:
erstensb=1, ¢ +d=0: dann #: 1/3
a+b+c+d
zweitens b=0, ¢ +d = 1: dann #: 0/3

at+b+c+d
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Es bestehen also Abhédngigkeiten zwischen p(X A Y) und p(X A =Y).
Somit sind Schliisse von p(X A Y) auf p(X A —Y) moglich, z. T. als strenge Schliisse, z. T.
nur als partielle Schliisse. Z. B.:
PXAY)=3/3 = p(XA-Y)=0/3
PXAY)=2/3 —> p(X A=Y)=1/3 (es kdnnte eben auch 0/3 sein)
Als allgemeines Gesetz kann man formulieren:
pPXAY)=1t/n = pXA=Y)<(n—-r1)n
Ubrigens sind gleichermaBen Schliisse von p(X A —=Y) auf p(X A Y) mdglich.
(Natiirlich hiangen die Schliisse auch davon ab, welche Werte vorgegeben sind.)
Allerdings sind strenge Schliisse nur moglich auf p(X A =Y) =0/3 = 0.
p(X A —=Y) =0 entspricht =«(X A —Y). Undes gilt: (X A-Y)<= (X—>Y)
Man konnte entgegnen, dass X — Y eine andere Relation ist, die hier nicht verwendet werden
darf. Dass strenge Abhéngigkeit daher nicht besteht, weil man die Negation einer Relation
nicht beriicksichtigen darf. Aber erstens kann man fiir eine erweiterte Abhdngigkeit die Nega-
tion doch miteinbeziehen. Zweitens gilt es folgenden Unterschied zu sehen: Wenn p(X A Y) =
2/3, dann kann p(X A —Y) nur 2 von 4 mdglichen Werten einnehmen, darin zeigt sich die
Abhingigkeit. Wenn dagegen p(X A Y) = 0/3, dann kann p(X A —Y) 4 von 4 mdglichen Wer-
ten einnehmen. In diesem speziellen Fall besteht daher keine Abhadngigkeit, man kénnte von
einem Pseudoschluss (oder unechtem Schluss) sprechen und ihn mit - - — formalisieren.
D. h. man muss (im quantitativen Ansatz) innerhalb einer Relation ggf. verschiedene Mog-
lichkeiten unterscheiden, so beim:

Schluss von p(X A Y) =1r/n auf p(X A =Y) =s/n

streng: z.B.p(XAY)=3/3 = p(XA-=Y)=0/3
partiell: z.B.pXAY)=2/3 —> p(XA-Y)=1/3
kontradiktorisch: z. B.p(X AY)=2/3*# p(XA—-Y)=3/3
unecht: zZ.B.pXAY)=03 --—> pXA=Y)=3/3

Der kontradiktorische ,,Schluss® kommt natiirlich in der Tabelle oben nicht vor, weil er eben
ausgeschlossen ist. Bei thm muss aus bekannten Griinden die Positiv-Implikation verwendet
werden, bei den anderen Schliissen ist das nicht zwingend, allerdings unproblematischer.

Pseudoschliisse kann man auch als semi-analytische Schliisse kennzeichnen, weil sie eben-
falls zwischen Tautologien und Kontradiktionen stehen. Und ich will das normalerweise auch
tun, um eine zusitzliche Formalisierung zu vermeiden. Wenn man allerdings p = 0 aus-
schlieBt, weil man p(®) > 0 als eine andere Relation ansieht als p(®) = 0, dann sind nur semi-
analytische Schliisse im engeren Sinn von p(X A Y) =1/n auf p(X A —Y) = s/n moglich.

Abhdngigkeit und Unabhdngigkeit sind auch in Bezug auf den Relator zu bestimmen. Im
obigen Fall ist das zwar belanglos, denn der Schluss von p(X A Y) =t/n auf p(X A —=Y) =s/n
entspricht dem von p(X A —Y) = 1/n auf p(X A Y) = s/n. Dagegen besteht ein Unterschied
zwischen p(X AY)=1r/n —> pXVvY)=sn undp(XAY)=1/n «— pXvY)=s/h.
Letztlich definiert die Aquivalenz Abhiingigkeit und Unabhingigkeit.

e p(X ] Y) =1/nund p(X | Y)
Nun soll gepriift werden, ob zwischen p(X 1Y) und p(X L Y) eine Abhdingigkeit besteht.

a+b r p(X|_Y)=

3 a+c s
at+b+c+d n

X 1Y)= _are  _
P ) a+b+c+d n



408 Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik

Die Frage lautet genau: Liasst sich von p(X 1Y) auf p(X | Y) schlieBen? Liegt ein Pseudo-
schluss vor? Zur besseren Vergleichbarkeit mit dem obigen Fall gehen wir wieder von n = 3
aus.

_arb a+b c+d a+tc b+d _are
a+b+c+d atb+c+d
3/3 3 0 3 0 3/3

2 1 2/3

1 2 1/3

0 3 0/3
2/3 2 1 3 0 3/3

2 1 2/3

1 2 1/3

0 3 0/3
1/3 1 2 3 0 3/3

2 1 2/3

1 0 1/3

0 3 0/3
0/3 0 3 3 0 3/3

2 1 2/3

1 2 1/3

0 3 0/3

Wie man sieht: anders als beim Schluss von p(X A Y) auf p(X A —Y), ist hier bei jedem vor-
gegebenen Wert von p(X ] Y) jeder Wert von p(X L Y) moglich. Es gibt also keinen echten
Schluss von p(X 1Y) auf p(X | Y), sondern nur Pseudoschliisse (die man allerdings auch zu
den semi-analytische Schliissen zéhlen kann).

Zwar kann man scheinbar strenge Schliisse aufstellen wie:

p(X1Y)=03 = pXLY)=33Vv 23V 1/3v0/3

Dass hier das Zeichen fiir den strengen Schluss = verwendet wird, darf jedoch nicht irritie-
ren. Wenn auf die Disjunktion aller moglichen Werte geschlossen wird, muss = gelten. Das
sagt keinesfalls, dass p(X | Y) aus p(X | Y) abzuleiten ist. Wenn man weiB, welchen Wert
p(X L Y) besitzt, hat man damit noch keine Information iiber den Wert von p(X ] Y).

Umgekehrt, als Replikation, gibt es auch nur Pseudoschliisse von p(X L Y) auf p(X | Y)
Das iiberrascht nicht, wenn man bedenkt: p(X 1v)= p(X) und p(X LY)= p(Y). Zwischen
p(X) und p(Y) kann nur ein synthetisches Verhiltnis bestehen, entsprechend werden in der
Wabhrheitstafel alle moglichen Kombinationen von X und Y aufgefiihrt. Somit besteht quasi
zwischen p(X | Y) auf p(X L Y) auch ein synthetisches Verhiltnis, damit kein analytische
Abhingigkeit. Man konnte einwenden, dass doch eine analytische Abhdngigkeit zwischen

p(X 1Y) __atb = und p(X Ly)= _are S besteht, bzw. dass
a+b+c+d n a+b+c+d n

_arb AN _are 8 nicht synthetisch sein kann, weil (rechts und links

a+b+c+d n a+b+c+d n

vom Relator —) die gleichen Variablen vorkommen und der Nenner sogar vollig gleich ist.
Vollige (analytische) Unabhéngigkeit bestinde z. B. zwischen den Briichen
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a+b e+ f
—— und ——
a+b+c+d e+ f+g+h

Einerseits scheint das zu stimmen: p(X ] Y) auf p(X L Y) befinden sich im selben System,
gewissermaflen im selben Universum, weshalb der Nenner als Erfassung aller Gegensténde
dieses Universums gleich sein muss. Es ist nicht mdglich, dass z. B. p(X ] Y) =4/10, dagegen
p(X L Y)=9/20; allerdings kénnte man p(X |Y) = 4/10 natiirlich in 8/20 umformulieren, wo-
durch beide wieder zum selben System gehorten.

Vor allem ist aber zu bedenken: Die Variablen a, b, ¢ und d erfassen alle Fille in allen mog-
lichen Welten. Es ist also (innerhalb eines Universums) gar nicht anders moglich, als dass in
beiden Briichen die gleichen Variablen auftreten. Z. B. ist ,a’ die Anzahl der Félle in der
Welt, in der p(X 1Y) und p(X L Y) beide giiltig sind usw. Es handelt sich um eine Meta-
Ebene, auf der p(X ] Y) und p(X | Y) zusammengefasst werden. Fiir die anderen Variablen b,
c und d gilt Entsprechendes.

Im Kapitel 4 tiber die Meta-Logik analytischer Relationen werde ich allerdings zeigen, dass
auch Pseudoschliisse unterschiedlich bewertet werden konnen, indem man ihnen unterschied-
liche theoretische Wahrscheinlichkeiten zuweist.

2-3-4 Inklusiv / Exklusiv

2-3-4-1 GANZHEITS-FORMEL

Ich stelle fiir die oder-Relatoren Disjunktion (v), Kontravalenz (><) und Exklusion (]) die
ganzheitliche Berechnung vor, jeweils am Beispiel der Verkniipfung von X A Y und X & Y,
wobei sich semi-analytische Relationen ergeben.

¢ Disjunktion (inklusives ,,oder*)
XAY) vV X Y)i+-——+

a+d

p((X A Y) +\/_ (X e Y)) = m

e Kontravalenz (exklusives ,,oder*)
XAY) >< X Y):i———+

d

PXAY) >< X Y)) = hicid

e Exklusion
XAY) [T XeY): —+++

b+c+d

PXAY) |~ KXo Y)= T4
a+b+c+d

2-3-4-2 NEGATION

Ich beschrinke mich hier auf die Disjunktion. Fiir X v Y kann man verschiedene Negationen
angeben, z. B.:
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Dann gilt:
pPXVvY) =rn < p(=-(XVvY)=1-1/n
Anders gesagt: p(XVvY) +p(—=(XVvY))=1
a+b+c r d

- - - = <:>—=1_1
a+b+c+d n a+b+c+d n

2-3-4-3 DISJUNKTION UND KONTRAVALENZ
[ qualitativ: X><Y = XvY —++-) = +++-)
[ quantitativ: p(X><Y)=1r/n = p(XVvY)>r/n

+ +b+
! Formel: _ bte 1 :>a—bc2£
a+b+c+d n at+b+c+d n

2-3-4-4 EXKLUSION UND KONTRAVALENZ

[l qualitativ: X><Y = X|Y ++-) =>CF++4)
[ quantitativ: p(X><Y)=1/n = p(X|Y)=1/n

CFormel: | _bte o r _  btctd _r
a+b+c+d n at+b+c+d n

2-3-4-5 DISJUNKTION UND EXKLUSION
[ qualitativ: XvY — X|Y +++-) —>(—+++)
[J quantitativ: p(XvY)=r/n = p(X|Y)>(n—-r)/n

+b+ +c+ —
[1 Formel: —abc —£:> bte+d >

a+b+c+d n a+b+c+d n

Es gilt aber auch das Umgekehrte:
[ qualitativ: X |Y—> XVY +++)—>F++-)
[l quantitativ: p(X|Y)=1/n = p(XVvY)>(n—-r1)n

+c+ +b+ —
[1 Formel: —de £:> atb+c >

a+b+c+d n a+b+c+d n

2-3-5 Erweiterungen

Zur Ubersichtlichkeit soll nachfolgend quasi der Steckbrief eines Schlusses dargestellt wer-
den: und zwar von der Abtrennungsregel X NY = Y.

2-3-5-1 STRENGER SCHLUSS
[ qualitativ: XAY = Y
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[l quantitativ: p(XAY)=1t/n = p(Y)> r/n

[l Formel: ¢ T = a—-i-czz
a+b+c+d n at+b+c+d n

Beispiel:

[J quantitativ: p(X AY)= 3/5= p(Y) = 3/5

° Formel: 4 3 . _atc 3
at+b+c+d 5 at+b+c+d 5

2-3-5-2 UMKEHRUNG
Als quantitativen Umkehr-Schluss bezeichne ich einen Schluss mit Ungleichungen, bei dem
die Glieder vertauscht werden.

[J quantitativ: p(Y)=1t/n = p(XAY)<r/n

a+c r a r
0 Formel, —mmM@MmM = =>—— — <
at+b+c+d n at+b+c+d n

Der Umkehr-Schluss ist dquivalent dem Ausgangs-Schluss:
[PXAY)=1mn = p(Y)= 2= 1/n] < [p(Y)=1/n = p(XAY)<1/n]

2-3-5-3 KONTRAPOSITION
Der Umkehr-Schluss darf nicht mit der Kontraposition verwechselt werden. Die Kontrapositi-
on lautet:

[ qualitativ: —(XAY) & =Y

[J quantitativ: p(XAY)< 1t/n < p(Y)= < 1/n

a r a+c r
0 Formeli: —4—mMm8MmMm ——<— & ——— — < —
a+b+c+d n a+b+c+d n

Die direkte Verneinung von p(®) = r/n ist allerdings p(®) # r/n. Konkret: Die direkte Vernei-
nung von p(X A Y) =r1/n ist p(X A Y) # r/n. Doch hierbei ist der Schluss nicht zwingend, es
konnte auch gelten: p(X A Y) > r/n, und das wire falsch. Nur wenn man hier wie folgt be-
stimmt: p(®) # r/n ist dquivalent p(®P) < r/n, erhdlt man einen strengen Schluss.
PXAY)< 1t/ < p(Y)< t/n
Auch die Kontraposition (in dieser Form) ist dguivalent dem Ausgangs-Schluss:
PXAY)=1h = p(Y)=21/n] © [pXAY)<1/n < p(Y)< t/n]

2-3-5-4 SEMI-ANALYTISCHE SCHLUSSE
Wenn gilt p(X A Y) =1/n = p(Y) = r/n, dann gibt es folgende semi-analytische Schliisse:

PXAY)=1tm —> p(Y) = t/n
PXAY)=1t/n —> p(Y) = (r+1)/n

PXAY)=1t/mn —> p(Y) = n/n
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Wir hatten als Beispiel gewiahlt: p(X A Y)= 3/5= p(Y)= = 3/5.
Dann ergeben sich als semi-analytische Schliisse:
PXAY)=3/5—> p(Y)= 3/5
pPXAY)= 3/5—> p(Y)= 4/5
pPXAY)=3/5—> p(Y)=5/5
Diese Schliisse sind alle méglich, aber nicht notwendig.

2-3-5-5 KONTRADIKTIONEN
Ich habe erldutert (in 2-1-1-2), dass eine aussagen-logische Implikation nur in dem einen Fall
kontradiktorisch ist, dass von einer Tautologie auf eine Kontradiktion geschlossen wird.

Tautologie # Kontradiktion
Das hief3e in der quantitativen Form:

p(Tautologie) = 1 # p(Kontradiktion) =0
Denn es gilt immer: p(Tautologie) = 1 und p(Kontradiktion) = 0.

Dieser Kontradiktionsbegriff ist intuitiv schwer nachvollziehbar, und gerade bei der quanti-
tativen Implikation wirkt er problematisch. Ich habe daher zunéchst versucht, hier eine andere
Definition von Kontradiktion vorzunehmen. Aber man muss den oben bestimmten Kontradik-
tionsbegriff auch bei der quantitativen Implikation beibehalten, wenn man sich nicht besonde-
re Systemprobleme einhandeln will (bei der Positiv-Implikation ist die Situation dagegen un-
problematisch, vgl. 2-1-2-2)

Man konnte zuerst vermuten: Wenn gilt (X A Y) =t/n = p(Y) > r1/n, dann sind alle
Schliisse kontradiktorisch, bei denen gilt: p(Y) < r/n. Aber hier handelt es sich eben nicht um
kontradiktorische Implikationen. So gesehen kdnnen bei diesem Beispiel gar keine Kontra-
diktionen auftreten, weil der Vordersatz p(X A Y) = 1/n nicht tautologisch und der Nachsatz
p(Y) = r/n nicht kontradiktorisch ist.

Wie kann man aber sonst Schliisse der Form: wenn p(X A Y) = t/n, dann p(Y) < r/n darstel-
len? Jedenfalls sind es analytisch falsche (also nicht nur synthetisch falsche) Relationen. Ich
mochte 3 Moglichkeiten diskutieren (vgl. auch 2-1-1-2):

e negativer analytischer Schluss ® = —¥
Bei dem Beispiel p(X A Y) =3/5 = p(Y) > 3/5 bedeutet das:
pPXAY)=3/5 = =[p(Y)= 2/5]
PXAY)=3/5= —[p(Y)= 1/5]
pPXAY)=3/5 = —[p(Y)= 0/5]
Es gilt dann jeweils die Kontraposition, also z. B.:
—[p(XAY)=3/5] < p(Y)= 2/5
Bei Verwendung der Positiv-Implikation konnte man hier eine kontradiktorische Implikation
verwenden. Denn es gilt: (O *= —¥) < (O » V).

Daher wire auch giiltig: p(X A Y) =3/5 *# p(Y) =2/5.

e negativer semi-analytischer Schluss ® — —¥
Man konnte argumentieren: aus p(X A Y) =3/5 = —[p(Y) = 2/5] folgt: p(Y) # 2/5.
Es gilt also: —[p(Y) = 2/5] < p(Y) #2/5.
Wenn aber p(Y) # 2/5, dann kann p(Y) jeden mdglichen anderen Wert besitzen, z. B. auch
1/5. p(Y) = 1/5 ist aber durch p(X A Y) =3/5 = p(Y) > 3/5 genauso ausgeschlossen wie
p(Y) =2/5.

Somit kann man folgern: Es ist kein strenger, sondern nur ein partieller (semi-analytischer)
Schluss der Form p(X A Y) =3/5 —— —[p(Y) = 2/5] erlaubt.
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Die Verhiltnisse sind hier allerdings sehr kompliziert. Zur Klarung lisst sich folgende Rela-
tion aufstellen:
p(Y)=2/5 < p(Y)=0/5vp(Y)=1/5vp(Y)=3/5vp(Y)=4/5 vp(Y)=5/5
(man setzt hier voraus: n =5, r < 5)
pPXAY)=3/5 = <[p(Y)= 2/5] &
PXAY)=3/5 =p(Y)=05vp(Y)=1/5vp(Y)=3/5vp(Y)=4/5 vp(Y)=5/5
Auf Grund der Regeln der Disjunktion wire dieser Schluss aber analytisch wahr. Denn die
Konjunktion X A Y ist nur in der 1. Zeile der Wahrheitstafel wahr, somit kann der Schluss
auch nur in der 1. Zeile falsch sein; aber da die Disjunktion auch wahre Glieder enthilt, ist sie
in der 1. Zeile unmoglich falsch, also ist der Schluss wahr.
Es wire allerdings absurd, dass p(Y) = 2/5 ausgeschlossen ist, z. B. p(Y) = 1/5 aber mog-
lich. Man konnte also besser direkt festlegen:
PXAY)=3/5 = =[p(Y)= 0/5] A=[p(Y)= 1/5] A=[p(Y)= 0/5]
Oder man formuliert:
PXAY)=3/5 =p(Y)=05vp(Y)=1/5vpY)=2/5v...vp(Y)=5/5
Hier ist der Schluss ohnehin wahr, weil der Nachsatz eine Tautologie ist.
Diese Verhiéltnisse sollen hier aber nicht weiter untersucht werden.

e andere Moglichkeiten

—[pXAY)=3/5—>p(Y)= 2/5]
Hier erhilt man aber auch nur einen semi-analytischen Schluss, die Losung bringt keine Vor-
teile.

pPXAY)=3/5 ——>p(Y)= 2/5
Dies bedeutet (wie in 2-1-1-2 beschrieben): p(Y) = 2/5 folgt nicht semi-analytisch, also nicht
moglicherweise, aus p(X A Y) = 3/5. Doch bei diesem Ansatz bleibt der genaue logische Sta-
tus des Schlusses vage.

AbschlieBend hierzu: Ich halte trotz der hier gebrachten Einwidnde den negativen analyti-

schen Schluss fur die korrekte Losung.

PXAY)=r1/n = —[p(Y) < r/n]

im Beispiel: p(X A Y) =3/5 = —[p(Y) < 3/5]

als konkreten Fall: p(X A Y) =3/5 = —[p(Y) = 2/5]
Und es zeigt sich mal wieder, dass die normale Implikation zu vielen Problemen fiihrt, die bei
Verwendung der Positiv-Implikation gar nicht erst auftreten.



414 Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik

2 -4 QUANTITATIVE AUSSAGEN-LOGIK

2-4-0 Einfiihrung

2-4-1 Implikation

2-4-2 Positiv-Implikation
2-4-3  Systematik

2-4-4  Inklusiv / Exklusiv
2-4-5 Erweiterungen

2-4-0 Einfiihrung

2-4-0-1 QUANTITATIVE AUSSAGEN-LOGIK
Ich darf noch einmal daran erinnern: Quantitative Aussagen-Logik (bzw. quantifizierte Aus-
sagen-Logik) bedeutet, man arbeitet nur mit den Werten p = 1 und p = 0. Denn diese Werte
sind implizit in aussagen-logischen Relationen enthalten. Durch die Quantifizierung kann man
aussagen-logische Relationen préziser darstellen und besser priifen.

Zur Wiederholung die Quantifizierung aussagen-logischer synthetischer Relationen, am
Beispiel der Implikation bzw. ihrer Negation:

a+c+d

l. positiv: X ->'Y pPX—>Y)=1 —=1
a+b+c+d
. a+c+d
2.negativ: =(X—->Y) pX—->Y)=0 —F— =0
a+b+c+d

2-4-0-2 GANZHEITLICHE FORMEL
Ich habe in 2-3-01 beschrieben, wie man eine ganzheitliche Formel aus der Wahrheitstafel
entwickelt.
Nehmen wir als Beispiel wieder den semi-analytischen Schluss: X - Y — Y.
Der Wahrheitsverlauf + + + — entspricht der Definition der Disjunktion: X v Y.

e Position
Quantitativ schreibt man fir X > Y— Y:
a+b+c |

pX—>Y—Y)= 1. Als Formel: ———— =
a+b+c+d

e Negation
—(X —> Y ——>Y) hat den umgekehrten Wahrheitsverlauf, also unter dem Negationszeichen
steht — — — +. Das entspricht der synthetischen Relation X V' Y.
Quantitativ schreibt man fiir -(X > Y —> Y):
a+b+c

pPX—>Y—>Y)=0. Als Formel : ———=
at+b+c+d
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2-4-0-3 KOMBINIERTE FORMEL
Normalerweise berechnet man aber den Wert von p((X - Y) —— Y), indem man von den
Werten der beiden Einzelkomponenten p(X — Y) und p(Y) ausgeht. Und zwar gilt entspre-
chend den Wabhrheitstafeln:

a+c+d a+c

X>Y)= ——— Y)y=——*“""~
PX=Y) a+b+c+d P(Y) a+b+c+d

Bei der quantifizierten Aussagen-Logik kommen aber nur die Werte p = 1 und p = 0 (bei Ne-
gation) vor. Wir miissen hier also fiir alle Relationen p = 1 einsetzen.

PX—>Y) p(Y) PX>Y—Y)
a+c+d a+c a+b+c
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
1 1 1

e p(X —> Y)=1: daraus folgt: b=0
e p(Y) = 1: daraus folgt zusdtzlichd =0

opX>Y—Y)

a+c

Fir p(X > Y — Y) ergibt sich dann: =1

a+c
Man kann konstatieren:
PX>Y)=1 ApY)=1 =2 p(X—>Y)—>Y)=1

2-4-0-4 QUANTITATIVE WAHRHEITS-TAFEL
Um alle Moglichkeiten darzustellen, kann man (wie erldutert) eine quantitative Wahrheitsta-
fel verwenden. Dabei greifen wir zur besseren Verstdndlichkeit zundchst auf die normale,
qualitative Wahrheitstafel zuriick, am Beispiel der Relation: (X > Y) —> Y

Wir kniipfen hier an folgender Form der Wahrheitstafel an (wobei nur die wichtigsten
Wabhrheitsverldaufe angegeben sind):

X=>Y) Y X=>Y)—Y
2. + + +
2. - - +
3. + + +
4. + - -

Die primidre — namlich konjunktive — Deutung der Wahrheitstafel verdeutlicht die aus der obi-
gen Form abgeleitete konjunktive Wahrheitstafel, mit den entsprechenden Relationen.

X>Y)AY = X->Y)—DY

I. + + + X>Y)VA Y =>X->Y) —Y
2. - - + X->Y)A-Y =2X->Y) —Y
3. + + + X=>YY)A Y =>2X->Y) —Y
4. + - - X>Y)AY 2-(X>Y) —Y)
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Konjunktive Wahrheitstafel bedeutet: Pramisse und Konklusion werden als Konjunktion ge-
fasst, aus der auf die Gesamtrelation geschlossen wird (vgl. 2-1-0-5).

Kommen wir nun zur Wahrheitstafel der quantitativen Aussagen-Logik. Hier gilt:

Wo + in der qualitativen Wahrheitstafel steht, wird 1 eingesetzt, wo — steht, wird 0 einge-
setzt. Das sind konkrete Zahlenwerte, nicht nur Symbole fiir + und —.

Man kann die Wahrheitstafel in verschiedener Weise schreiben, ich wihle hier zunéchst die
reale Wahrheitstafel, d. h. die quantitative Wahrheitstafel wird entsprechend obiger qualitati-
ver, aussagen-logischer Wahrheitstafel konstruiert.

Dann wird die systematische Wahrheitstafel verwendet, bei der alle moglichen Wahrheits-
Kombinationen der Pramissen aufgefiihrt werden, also: + +, + —, — +, — —. Die reale Wahr-
heitstafel ist aber wichtiger.

Beide, die reale und die systematische Wahrheitstafel, stelle ich als konjunktive Wahrheitsta-
fel dar.

® Reale (konjunktive) Wahrheitstafel

pPX—>Y) A p(Y) = pX->Y) —Y
a+c+d a+c a+b+c
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
1) 1 1 1
2) 0 0 1
3) 1 1 1
4) 1 0 0

Den 1) Fall haben wir in 2-4-0-3 gepriift:
pPX—=>Y)=1 Ap(Y)=1 2 pX->Y—Y)=1

Der 2) Fall besagt:
PX>Y)=0 A pY)=0 =2 pX>Y—Y)=1
Aus p(X = Y) =0 ergibt sich: a+c +d =0, somit ist auch p(Y)=a+c=0.
Daa+b+c+d>0, mussalsob>0 sein. Somitaucha+b +c¢>0.
Es resultiert: p(X > Y —— Y) = b/b = 1. Korrekt.

Der 3) Fall entspricht dem 1) Fall.

Der 4) Fall besagt:
PX>Y)=1 ApY)=0 =2 pX>Y—>Y)=0
Ausp(X —> Y)=1ergibtsich:b=0, a+c+d>0.
Aus p(Y) =0 ergibt sich: a+c¢=0. Somita+b+c=0,d>0.
Daraus folgt fiir p(X > Y ——> Y) =0, denn sein Zdhler ist: a + b +c = 0. Korrekt.

Allerdings kann man diese Félle auch leichter berechnen, nach der in 2-3-0-3 genannten For-
mel: p(—«(X > Y)+pY)=p(X—>Y)—>Y).



Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN 417

Dabei muss man beriicksichtigen, dass gilt: p(—(X > Y))=1-p(X > Y).
Bei der quantitativen Aussagen-Logik bedeutet das: p(—(X > Y))=1 < p(X—> Y)=0.
Somit ergibt sich:

1) Fal: 0+1=1
2) Fall: 1+0=1
3) Fal: 0+1=1
4) Fal: 0+0=0

o Systematische Wahrheitstafel

Man kann auch eine Wahrheitstafel aufstellen, in der a/le Kombinationen vorkommen, in ei-
ner systematischen Ordnung (entsprechend einer synthetischen Wahrheitstafel).

Denn die Kombination p(X > Y)=0 A p(Y)=1 kommt in der obigen realen Wahrheitsta-
fel oben nicht vor.

pX—>Y) A p(Y) = pX->Y) —>Y
a+c+d a+c a+b+c
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
1) 1 1 1
2) 1 0 0
3) 0 1 Kontra
4) 0 0 1

Wir brauchen hier nur die Kombination zu besprechen, die in der systematischen Wahrheitsta-
fel an 3) Stelle steht, weil nur die neu ist. Danach gilt:

Ausp(X—>Y)=0 folgtta+c+d=0,b>0

Ausp(Y)=1folgt:a+c>0,b+d=0

Es besteht also eine (mehrfache) Kontradiktion zwischen den beiden Pridmissen, z. B. gilt
sowohla+c¢=0 alsauch a+c>0.
Nun ldsst sich aus einer Kontradiktion (mittels der normalen Implikation) alles logisch ab-
leiten. Wir konnen daher zwei (gegensétzliche) Folgerungen ziehen:
PX>Y)=0 A pY)=1 =2 pX->Y—Y)=1
PX>Y)=0 A pY)=1 =2 pX>Y—Y)=0

Man versteht jetzt auch, warum in der realen Wahrheitstafel diese Kombination gar nicht
auftritt: ndmlich weil sie kontradiktorische Praimissen enthélt und somit kein eindeutiges Er-
gebnis abzuleiten ist.

Hier zeigt sich: Es gibt einen wesentlichen Unterschied zwischen der allgemeinen quantita-
tiven Logik und der quantitativen Aussagen-Logik. Bei der allgemeinen Quantitéts-Logik gilt
die Wahrheitstafel nur in eng begrenztem Ausmal, bei der quantitativen Aussagen-Logik gilt
die quantitative Wahrheitstafel dagegen perfekt, und sie entspricht genau der Wahrheitstafel
der qualitativen Aussagen-Logik.
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2-4-0-5 IMPLIKATIVE FORMEL

Es ist noch eine weitere Wahrheitstafel moglich, allerdings nur bei implikativen Beziehun-
gen: die (schon in 2-1-0-5 eingefiihrte) implikative Wahrheitstafel. Gehen wir noch einmal
vom Beispiel (X — Y)—— Y aus, mit der Wahrheitstafel in der iiblichsten Form:

X->Y) —Y

1. ++ + 4+ o+
2. + - - 4+ -
3. -+ + + +
4. -+ - - -

Als implikative Wahrheitstafel war hier eingefiihrt worden:

Imp X—>Y)—Y

1. ++ + + 4+
2. +- - + -
3. -+ + £ +
4 -+ - £ -

Quantitativ ergibt sich folgende Struktur:
pPX—=>Y)=1 —p(Y)=1

Das soll nun in einer quantitativen Wahrheitstafel darstellgestellt werden. Diese implikative
Wahrheitstafel ist allerdings ganz anders zu interpretieren als die normale bzw. konjunktive
Wabhrheitstafel.

Die normale Wahrheitstafel fiir p(X - Y —— Y) informiert z. B. (siche oben):
Wenn p(X = Y)=1und p(Y)=1, dannistauchp(X >Y—>Y)=1.

Die implikative Wahrheitstafel fiir p(X - Y —— Y) informiert dagegen z. B.:
Wenn p(X — Y) =1 (oder 0), ist p(Y) = 1 (oder 0).
Und zwar kann dies gelten:

e notwendig (+): O=Y
o unmoglich (-) —(® = ¥) oder indirekt auch ® = =¥
e moglich (£) oO— Y

Wir kénnen auch bei der implikativen Wahrheitstafel wieder eine reale und eine systemati-
sche Variante unterscheiden.
Ich bringe hier nur die reale Wahrheitstafel, analog zur aussagen-logischen Tafel:

pX—>Y) —> p(Y)

a+c+d a+c
a+b+c+d a+b+c+d
1) 1 + 1
2) 0 + 0
3) 1 - 1

I+
-

4) 1
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1) Fall:

p(X—>Y)=1bedeutet: a+c+d>0,b=0

p(Y)=1,wenna+c>0undb+d=0.

p(Y) = 1 ist also mit p(X — Y) = 1 vertrdglich, folgt aber nicht notwendig daraus. Denn es
konnte auch gelten: a + ¢ = 0, d > 0. (Dies ist nicht verwunderlich, denn es ist eben nur ein
semi-analytischer Schluss).

2) Fall
Dies ist der einzige notwendige Fall: Denn p(X — Y) =0 bedeutet: a+c+d=0,b > 0.
Somit muss auch a + ¢ = 0 sein und damit p(Y) = 0.

3) Fall
Der ist gleich dem 1) Fall.

4) Fall

Hier gilt Entsprechendes zum 1) Fall: p(Y) = 0 ist also mit p(X — Y) = 1 vertrdglich, folgt
aber nicht notwendig daraus.

In der realen Tafel kommt nicht vor, dass p(X — Y) =0 und p(Y) = 1. Wie schon in 2-4-0-4
besprochen, ist dieser Fall unmdéglich. Denn p(X — Y) = 0 bedeutet: a+c+d =0, b > 0. So-
mit muss p(Y) = 1 falsch sein.

Diese Resultate der Wahrheitstafel iiberraschen nicht, denn es gilt:
e semi-analytischer Schluss: p(X - Y)=1 —> p(Y) =1

e aber strenger Schluss : p(X > Y)=0 = p(Y)=0

e und Kontraposition: p(X > Y)=1 < p(Y)=1

Ergdnzung: Man kann bei der implikativen Analyse auch noch beriicksichtigen, ob die Ge-
samt-Relation den Wert 1 oder 0 hat (Stichwort: verstarkte implikative Wahrheitstafel).

2-4-1 Implikation

2-4-1-1 DEFINITION
Ich werde hier keine streng allgemeine Darstellung vornehmen, sondern nur Beispiele geben;
und zwar nehme ich bei den semi-analytischen Relationen zur besseren Vergleichbarkeit im-
mer RX —>Y,XVvY).

Die Formeln werden hier nicht im Einzelnen erldutert, das wurde im Punkt 2-3-1 vollzogen;
jetzt geht es nur um die speziellen Félle, dass p =1 (oder p = 0).

X->Y —>XvVvY

a ++ + + 4+ ++
b + - - 4+ ++ -
b -+ 4+ + -+ +
d -+ - - - ==

a+b+c

PX>Y —>D> XVvY)=1 << pXvY)=1l & ———=
a+b+c+d
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2-4-1-2 REPLIKATION

X=>Y «— X vVvY
++ + + ++ +

+ - - - 4+
-+ + o+ -+ +
o+ -+
XY — XvY)=1 & pXoY)=1 o _2+c+d _
a+b+c+d
2-4-1-3 AQUIVALENZ
X>Y «—>XvVvY
++ + o+ o+t
e
-+ + + -+t
-+ - -
PX5Y ¢ XvY)=1 pY)=1 & 47¢ -
a+b+c+d

2-4-1-4 TAUTOLOGIE UND KONTRADIKTION

e tautologische Implikation: =

Die tautologische Implikation bedeutet einen besonderen Fall, denn wie (in 2-3-0-4 bzw. 2-3-
1-4) bereits erldutert, besitzt sie grundsitzlich den Wert p = 1.

Z.B.XAY = Y:

a+b+c+d —1

a+b+c+d
Und das gilt generell fiir jede Tautologie, jede Tautologie hat den Wertp = 1.

pPXAY=Y)=

e kontradiktorische Implikation: #

Jetzt zur kontradiktorischen Implikation, z. B. (X v =X) # (X "A” = X).
Sie hat grundsitzlich den Wert p = 0. Es ergibt sich folgende Formel:
p(X'V =X)» (X A =X)= v - 0
a+b+c+d

Hier gilt entsprechend: Jede Kontradiktion hat den Wert p = 0.
2-4-1-5 DREI VARIABLEN

Ich gehe nun von 3 Variablen X, Y, Z aus.

Zunichst eine semi-analytische Implikation:

XvYVZ — XAYAZ
Als Gesamtformel gilt:
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a, +d, _

e Positivip(XvYVZ — XAYAZ)=1 & =
a,+a,+b+b,+c,+c,+d +d,

a +d, _
a+a,+b+b,+c +c,+d +d,

e Negativ:i p(XvYVZ — XAYAZ)=0 <

Jetzt eine strenge Implikation, als kombinierte Formel:

Wir nehmen den obigen semi-analytischen Schluss als Konklusion und seine Komponenten
als Prémissen:

e aussagen-logische Struktur

XVYVZ)AXAYAZ) = XvYVZ —XAYAZ)

e quantitativ

(PXVYVZD=1ApXAYAZ)=1] = [pXVYVZ —XAYAZ)=1]

e Formel :
a,+a,+b +b,+c +c,+d, —1 A a, ~1
a,+a,+b+b,+c,+c,+d +d, a+a,+b+b,+c,+c,+d +d,
a +d
— 1 2 _

a+a,+b+b,+c +c,+d +d,

Begriindung: Aus der ersten und zweiten Bruch ergibt sich: nur a; > 0, alle anderen Variablen

haben den Wert 0. Somit ergibt sich fiir den dritten Bruch: 4

a,
Ich habe bewusst ein Beispiel genommen, bei dem die Beziehungen zwischen den Briichen
leicht zu erkennen sind, andere Briiche sind natiirlich komplizierter.

Ein anderer Fall: X 5> Y)A (Z—>X) = (Z—>Y).
In quantifizierter Form lautet der Schluss:
PX—=>Y)=1 A pZ—->X)=1 = pZ->Y)=1

Dann ergeben sich folgende Formeln:

a+a,+c +c,+d +d, 1

1 X->Y)=1 =
(1w ) a+a,+b+b,+c +c,+d +d,

a+a,+b+b,+c,+d,

2 Z->X)=1 =
@ p ) a+a,+b +b,+c +c,+d +d,

a+a,+b,+c +c,+d,
a+a,+b+b,+c +c,+d +d,

3) pZz->Y)=1

Begriindung:
(1) Aus p(X > Y) = 1 ergibt sich: b; + b, =0

(2) Aus p(Z —> X) =1 ergibt sich: ¢; +d; =0
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a,+a,+c,+d, _

Somit ergibt sich fiir 3): p(Z > Y) =
a+a,+c,+d,

2-4-2 Positiv-Implikation

2-4-2-1 ZWEI MODELLE DER POSITIV-IMPLIKATION
Diese Problematik ist schon mehrfach angesprochen worden, aber erst hier kann sie systema-
tisch analysiert werden. Die Analyse in 2-4-2-1 ist allerdings primér fiir Experten gedacht.

Wie wir gesehen haben, gilt fiir den Nenner der normalen Implikation wie fiir alle anderen
Relatoren: a + b + ¢ + d > 0. Das erklért sich dadurch, dass damit alle méglichen 4 Welten
(bei 2 Variablen) angefiihrt sind, und in wenigstens einer Welt muss ein Wert > 0 bestehen.
Anders gesagt:a>0vb>0vc<0wvd>O0.

Man kann dariiber diskutieren, ob das eine rein /ogische oder auch ontologische Vorausset-
zung ist, aber ich sehe es als rein logische Voraussetzung. Sie entspricht nimlich dem logi-
schen Gesetz, der Tautologie: (X AY) V(X A=Y)V (=X AY) Vv (=X A —Y). AuBBerdem ist
mathematisch verboten, dass der Nenner 0 betrigt, also durch 0 geteilt wird.

Die Frage ist nun, ob bei der Positiv-Implikation ein dhnliches Gesetz gilt. Betrachten wir
die wichtigste Positiv-Implikation: X *— Y.

Ihr entspricht die Formel Lb’ also mit den Nenner a + b.
a+

Gilt hier ein entsprechendes Gesetz: a + b > 0? Offensichtlich kann man das nicht rein logisch
folgern, denn es konnten ja gelten a + b = 0, wenn andererseits gilt: ¢ + d > 0. Andererseits
konnte man von der Definition der Positiv-Implikation und dem Sprachverstéindnis doch for-
dern, dass a> 0 oder b > 0.

Betrachten wir folgende Mdoglichkeiten bzw. Beispiele:

Erstens, p(X *—> Y) =1 Formel : —%— =1
a+b

Beispiel: ,,Alle Philosophen sind weise®, als Formel (q = absolute Anzahl):

q(weisePhilosophen)

=1
q(weisePhilosophen) + q(nicht — weisePhilosophen)

q(Philosophen) = a + b: ist die Anzahl a/ler Philosophen,
q(weise Philosophen) = a: ist die Anzahl der weisen Philosophen (entsprechend b).

Nun ist dieser Fall unproblematisch: denn aus

=1 folgt zwar b =0, aber auch a > 0.
a+b

Somita +b > 0.

Zweitens, p(X *—>Y)=0 Formel : —%—=0
a+b

Beispiel: ,,Alle Philosophen sind nicht weise*, bzw.: ,,Kein Philosoph ist weise*.
In der normalen Sprache verstehen wir eine solche Aussage so, dass es zwar Philosophen gibt,
aber sie eben nicht weise sind.

Und entsprechend ist auch die Positiv-Implikation definiert. Als All-Satz wiirde man schrei-
ben: Ax(Philosoph(x) *— nicht-weise(x)). Und dieser Satz ist nur fiir die Félle definiert, in
denen der Vordersatz wahr ist, d. h. in denen gilt: a+b >0, dabeia =0, b > 0.
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Aber geht man nur nach der mathematischen Formel vor, so ist das nicht abzuleiten. Denn

aus

5 =0 folgta =0, aber nicht zwingend b > 0. Es konnte auch gelten: a+ b = 0.
a+

Der Satz ,,Kein Philosoph ist weise® wire hier so zu verstehen, dass es gar keinen Philoso-
phen geben muss.

Diese negierte Positiv-Implikation p(X *—> Y) =0 bzw. =(X *—> Y) ist das Problem. Und
man kann also zwei Interpretationen der negierten Positiv-Implikation unterscheiden:

e Existenz-Interpretation von p(X *—> Y) =0
Hier gilt: p(X *—> =Y)=1 © pX*>Y)=0
a a

=] & =0 Somit: =0 =>b>0

Entsprechend:
a+b a+b a+b

e Nicht-Existenz-Interpretaton von p(X *—> Y) =0

Hier gilt: p(X *—> =Y)=1 = pX*>Y)=0
-1 = -2 =0 Somit: —2
a+b a+b a+b

Entsprechend: =0 —= b>0

® —= Y ist wie beschrieben folgendermallen zu deuten: ® impliziert nicht streng Y. Man
kann dies auch als semi-analytische Implikation schreiben: ® — V.

Im aussagen-logischen Bereich (bei den Wahrheitstafeln) verwende ich auch als Zentral-
Relator ausschlieBlich die Positiv-Implikation, weil die normale Implikation fiir die Zeichen
,.I” und ,?’ keine Interpretation besitzt. Im quantitativen Bereich verwende ich als Zentral-
Relator aber vorwiegend die Normal-Implikation, weil hier diese Interpretationsfragen nicht
auftreten und so die Darstellung iibersichtlicher ist. Hier verbirgt sich ein noch nicht vollstéin-
dig geldstes Problem, inwieweit die aussagen-logische und die quantitative Darstellung der
Positiv-Implikation bzw. der Positiv-Logik vollkommen dquivalent sind.

1) Erlduterung der Existenz-Interpretation
Ich greife hier zunéchst zuriick auf die aussagen-logische, qualitative Wahrheitstafel:

+ - -+ O —+ + +
o+ -+t + - -
- 0-+ 0O 0O-0+
- 0+- 0O O-0O -

Die beiden Negationen von X *—Y sind hier also analytisch dquivalent.

Nun gilt aber wie gesagt: p(X *— =Y) = L, pX*>Y)= 2 So ergibt sich:
a+b a+b

b__ leo -2 =0 (da hier die Kontraposition gilt, kann man <> verwenden)
a+b a+b
Aus =1 folgt aber b > 0, somit a + b > 0. Also muss gelten: =0=a+b>0.

a+b a+b

Man kann entsprechend von der Aquivalenz —(X *— —Y) *< (X *— Y) ausgehen, hier
ergibt sich dasselbe Resultat.
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a =0 und a
a+b a+b

ist ja nur die Ubersetzung von q(X) > 0. AuBerdem gilt: q(X) > 0 < p(X) > 0. Somit wird bei
der Existenz-Interpretation die Existenz von X impliziert bzw. vorausgesetzt.

Allerdings bekommt man in diesem Modell Probleme z. B. mit p(X) =0, wenn gilta+b =0,
das ist in Relation zu diesem Modell widerspriichlich oder quasi ,,verboten*.

Bewertung: Sowohl vom Sprachgebrauch her, vor allem aber von der Wahrheitstafel her
bietet sich dieses Modell an, allerdings gibt es Kompatibilitdtsprobleme.

Fazit: Hier werden =1 so interpretiert, dass gilt: a+b>0. Unda+b>0

2) Erlduterung der Nicht-Existenz-Interpretation

Hier muss man fiir die Negation der Positiv-Implikation, also fiir —(X *— Y) eine andere
Wahrheitstafel zugrunde legen. Dies erfordert, die Belegungen der Wahrheitstafel anders zu
interpretieren (vgl. unten jeweils die Belegung neben der Wahrheitstafel).

Einen Ausdruck mit Nicht-Existenz-Interpretation kennzeichne ich durch * vor und hinter
dem Pfeil, also z. B. —(X *—*Y). Dagegen schreibe ich z. B. X *— Y immer nur mit einem
* auch wenn es im Rahmen des Nicht-Existenz-Modells verwendet wird, denn X *— Y
selbst wird immer gleich interpretiert, egal ob im Existenz- oder Nicht-Existenz-Ansatz.

Zur besseren Verstandlichkeit werde ich die Wahrheitstafel des Existenz-Modells und des
Nicht-Existenz-Modells parallel darstellen. Entscheidend ist:

im Existenz-Modell gilt: X*>Y) *& -(X*>Y)

im Nicht-Existenz-Modell gilt: (X *> 1Y) *«—> (X*>*Y)

Man muss die zugrunde liegenden Wahrheitstafeln des Existenz-Modells also so verdndern,
dass sich dieses Resultat fiir das Nicht-Existenz-Modell ergibt.

Existenz-Modell Belegung

—(X*>Y) —(D *> )
-+ + + O 0
+4+ -+

0o - o+

0 - o -

Nicht-Existenz- Belegung
Modell —(® *—>* VYY)
—(X*>Y) ? O
-+ + +

+ 4+ - 4+

? -0+

? -0 -

D. h. beim Existenz-Modell wird aus der Negation von [ (undefiniert) wiederum [1. Beim
Nicht-Existenz-Modell wird aus der Negation von [ (undefiniert) aber ? (unbestimmt). Und
hier gilt: 7 — [ fithrt zu ? Diese unterschiedliche Belegung hat folgende Konsequenzen:

Existenz-Modell

—(X*>Y) *= X*>2Y)
-+ + + 0 4+ - —+
++ - - + + + +-
O- 0+ 0O - 0 —+
0O-0—- 0 — 0 +-
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Nicht-Existenz-Modell
(X *5*Y) *——* (X *> 1Y)

+
?
?

+
+

+

[
[

_|_

+

O

o 9 +

+
+

OO+

—+
+_
-+
.

Belegung
D *—* Y
? 7 0

Im Existenz-Modell liegt hier also ein strenger Schluss vor (*=), im Nicht-Existenz-Modell
dagegen nur ein semi-analytischer Schluss (*—).

Dabei sei daran erinnert, dass bei der Positiv-Implikation gilt: Ein strenger, tautologischer
Schluss (*=) liegt vor, wenn nur + oder + und [] (= undefiniert) unter dem Zentral-Relator
vorkommt. Wenn zusétzlich auch noch ? (= unbestimmt) auftritt, liegt nur ein partieller, semi-
tautologischer Schluss vor.

Der Riickschluss, die Replikation, muss aber in beiden Modellen streng tautologisch sein.
Das stellt sich wie folgt dar:

Existenz-Modell

—-X->Y) <& X*>5-4Y)
-+ ++ O + - —+
++ - =+ o+ o+ -
g - o+ g - 0 -+
O0-0- O - 0O +4-
Nicht-Existenz-Modell

(X *5*Y) ** (X *>5 YY)
-+ + o+ 0o+ = =+
++ - - + o+ o+ -
? -0 + o - 0 -+
2 -0 - 0O - 0 +-

Belegung
O *—* Y
o 0o ?

bzw. Belegung

D *e—* Y

?

R

Die Verbindung der o. g. Schliisse fiihrt uns jetzt zu den fundamentalen Aquivalenzen, die

definieren, ob das Existenz-Modell oder das Nicht-Existenz-Model vorliegt.

e Existenz-Modell

X*> YY) *& -(X*>Y)
+ - =+ O -+ + +
+ + +- + ++ - -
- 0 -+ 0O 0O- 0O +
- 0 +- 0O 0O- 0O -
Nicht Existenz-Modell

(X *> YY) *¢>* o(X*>*Y)
+ - -+ 0o -+ + +
+ + +- + 4+ 4+ - -
- 0 -+ ? ? - 0O+
- 0 +- ? ? - 0 -

Zur besseren Vergleichbarkeit nur die primdren Wahrheits-Strukturen:
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Existenz-Modell
X*> YY) *& =(X*>Y) strenge Aquivalenz (Tautologie)
- 0 —
+ + +
[l 0 0
UJ 0 0
Nicht-Existenz-Modell partielle Aquivalenz

X *> Y) *¢> (X *>*Y)

RIS

O O+
BCRECEE o

Beim Existenz-Modell liegt eine tautologische Aquivalenz vor, weil nur + und [ unter dem
Zentral-Relator *< vorkommen; beim Nicht-Existenz-Modell liegt nur eine partiell analyti-
sche bzw. partiell tautologische Aquivalenz vor, weil auch das Zeichen ,?’ unter dem Zentral-
Relator steht.

Eine vollstindige Liste der Kombinationen von +, —, [1 und ? (und deren Einordnung) liegt
noch nicht vor. Aber nach jetzigem Stand kann man sagen: Der wesentliche Unterschied zwi-
schen Existenz-Modell und Nicht-Existenz-Modell liegt wohl nur darin, dass gilt:

Existenz-Modell: —-0=0 Nicht-Existenz-Modell: —-0=7?
Dabei muss man sagen, dass die Deutung des Existenz-Modell offensichtlich plausibler ist.
Denn es leuchtet ja mehr ein, dass wenn man eine undefinierte Aussage negiert, sie undefi-
niert bleibt, als dass sie dann unbestimmt wird.

Quantitativ bedeutet das fiir das Nicht-Existenz-Modell:

Hier wird —%— so interpretiert, dass gilt:
a+b
a a
=1=a+b>0,aber =0 >atb>0
a+b a+b

Entsprechend: p(X *—> Y)=1= p(X) >0, aber: p(X *> Y)=0—> p(X)>0

Fazit: bei einem negierten Satz —(X *— Y) ist die Existenz von X nicht durch einen strengen
Schluss gewihrleistet. Geht man rein mathematisch vor, ist das Nicht Existenz-Modell nicht
zu verwerfen. Denn wenn auch a +b + ¢ + d > 0 korrekt ist, so kann man daraus nicht streng
a+ b >0 (oder entsprechend) ableiten. Andererseits darf aber a + b als Nenner nicht 0 sein.

2-4-2-2 EXISTENZ-MODELL VERSUS NICHT-EXISTENZ-MODELL

Da dieses Thema einerseits kompliziert, andererseits sehr wichtig ist, analysiere ich es noch
einmal in neuer Systematik:

1. Positiver Fall: X *— Y.

Dieser Fall ist unproblematisch, die Existenz von X wird ausgesagt.
PX*>Y)=1=pXAY)>0 =p(X)>0 (anstatt,p’ konnte man auch ,q’ schreiben)
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=]l=a>0 =>a+b>0

a+b
Wichtig: ,,X existiert* wird durch p(X) > 0 ausgesagt, man benétigt nicht das starkere
p(X) = 1, das zu vielen Einschrankungen flihren wiirde.

2. Negativer Fall: =(X *—> Y) bzw. p(X *> Y) =0
In diesem Fall ist die Existenz von X problematisch.

¢ Existenz-Hypothese
PX*>Y)=0 = pXA=Y)>0 =pX)>0
a
a+b
Daraus ergibt sich:
PX*>Y)=0 & pX*>-Y)=1
a b _ 1

=0 <
a+b a+b

=0=b>0 =a+b>0

Anders gesagt: hier besteht eine vollstdndige Disjunktion zwischen a > 0 und b > 0 (oder ent-
sprechend zwischen a = 0 und b = 0):

a>0vb>0bzw. genauer a > 0 ><b >0, ein Drittes ist ausgeschlossen.

¢ Nicht-Existenz-Hypothese

2 —0-=b>0 —==a+b>0

a+b
Es gilt:
PX*>Y)=0 < p(X*> —=Y)=1. Aber:
PX*>Y)=0 == pX*>-Y)=1 somit: pX*>Y)=0 == pX*> -Y)=1

a =0 < b =1 aber:

a+b a+b

a =0 = b =1 somit;: a =0 - b =1
a+b a+b a+b a+b

Hier gibt es keine vollstindige Disjunktion zwischen a > 0 und b > 0, denn es gibt drei Mog-
lichkeiten: 1. 2> 0 (und b =0), 2. b> 0 (und a = 0), 3. a= 0 und b = 0. Die theoretisch auch
denkbare Moglichkeit, dass a > 0 und b > 0 ist in der quantitativen Aussagen-Logik ausge-
schlossen, sie ist nur in der statistischen quantitativen Logik gegeben.

Entscheidung

Fir welches Modell soll man sich entscheiden? Das Existenz-Modell oder das Nicht-
Existenz-Modell? Diese Frage ist, wie die vorausgegangenen Analysen schon gezeigt haben,
nicht leicht zu beantworten.

o Fiir das Existenz-Modell spricht (u. a.):

— es ist von den Wahrheitstafeln her plausibler

— es entspricht mehr unserem Sprachverstdndnis

o Fiir das Nicht-Existenz-Modell spricht (u. a.):

— es benoétigt nicht die zusétzliche Annahme a +b >0

— es ist besser kompatibel mit der normalen Logik
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Ich halte letztlich die Existenz-Interpretation fiir iiberlegen. Thre Wahrheitstafeln sind gut bes-
titigt, und ihre Ubertragung in die Formeln ist unzweifelhaft.

Bei der normalen Implikation bzw. jedem Relator gilt die Voraussetzung a +b +c¢ +d > 0.
Auch diese ist nicht rein mathematisch zu erkléren (theoretisch kénntea+b +c+d=0 gel-
ten). Sondern die Ungleichung ergibt sich aus der logischen Definition.

Und entsprechend kann man sagen, dass sich die Ungleichung a + b > 0 aus der logischen
Definition von p(X *— Y) ergibt. AuBerdem darf man mathematisch nicht durch 0 dividieren.

Ich will aber das Nicht-Existenz-Modell auch nicht verwerfen. Die Losung konnte sein,
dass man innerhalb der Positiv-Implikation (bzw. innerhalb der Positiv-Logik) die Existenz-
Interpretation verwendet, auferhalb, d. h. in Beziehung zur normalen Implikation bzw. nor-
malen Logik aber die Nicht-Existenz-Implikation. Diese Losung miisste aber noch im Einzel-
nen erarbeitet und begriindet werden.

Ich werde zunéchst beide Modelle parallel behandeln und bei den verschiedenen Schliissen
jeweils das Existenz-Modell und das Nicht-Existenz-Modell vorstellen (insofern sich Unter-
schiede ergeben). Das verlangt, mit verschiedenen Wahrheitstafeln zu arbeiten.

Es wird sich zeigen, dass hier noch manche Probleme bestehen, die weitere Forschungsar-
beit erfordern. Z. B. ist zu kldren, ob nicht in vielen Formeln *— statt — stehen muss, weil
die Implikation gar nicht fiir die Werte [ und ? definiert ist. Vor allem die Abstimmung zwi-
schen der aussagen-logischen Form (insbesondere Wahrheitstafeln) und der quantitativen
Form (logisch-mathematischen Formeln) zeigt noch Diskrepanzen. So werden quantitativ nur
2 Welten bertiicksichtigt (meist X A Y und X A —Y), also entsprechend der verkiirzten Wahr-
heitstafel (vgl. 1-1-2-2). Aussagen-logisch verwende ich aber iiberwiegend eine vollstindige
Wahrheitstafel mit 4 Welten (X A Y, X A =Y, =X A Y, =X A 1Y), auch wenn dabei nur die
»positiven* Welten mit ,,gliltig” (+) oder ,,ungiiltig* (—) gekennzeichnet sind; denn aussagen-
logisch fiihren die verkiirzten Wahrheitstafeln 6fters zu Problemen.

2-4-2-3 SCHLUSS VON DER POSITIV-IMPLIKATION AUF DIE IMPLIKATION
U qualitativ: (X*>Y)= X—>Y)
[ quantitativ: p(X*->Y)=1 = pX—>Y)=1

a_ _, _ _atctd |

[ Bruch : =
a+b a+b+c+d

Erlauterung: Aus der ersten Bruch-Gleichung ergibt sich: b = 0, a > 0. Damit ergibt sich fiir
den abgeleiteten zweiten Bruch p = 1. Hier stellt sich das Existenz-Problem nicht, wohl aber
bei dem semi-analytischen Schluss von p(X *— Y) =0 auf p(X > Y)=0.

e Existenz-Modell

Voraussetzung ist hier: (Lb =0 < =1)= b>0
a+

a+b

Daraus sind u. a. folgende drei Ableitungen mdéglich:
a+c+d

— semi-analytisch: ) > =0 (wenn ¢ +d =0)
a+b a+b+c+d

— kontradiktorisch: =0 *» _atetd _ 1 (Widerspruch, weil b > 0)
a+b a+b+c+d

— tautologisch: 4 _0 = _atetd <1 (folgt aus b > 0)

a+bh a+b+c+d



Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN 429

Eigentlich gehort dieser Schluss allerdings nicht in die quantitative Aussagen-Logik, weil
dort keine Werte p < 1 definiert sind, sondern in die quantitative Quantoren-Logik.

¢ Nicht-Existenz-Modell
Hier gilt: Wenn p(X *— Y) =0, kann p(X — Y) beliebige Werte annehmen.
— wenn gilt b= 0 (was ja im Nicht-Existenz-Modell moglich ist), p(X > Y) =1.
—wennb >0undc+d=0,dann p(X—>Y) =0
—wennb> Qundc+d>0,dann 0<p(X—>Y) <1
(aber auch dieser Schluss gehort nicht mehr zur quantitativen Aussagen-Logik)

2-4-2-4 SCHLUSS VON DER IMPLIKATION AUF DIE POSITIV-IMPLIKATION
e Haupttheorie

[ qualitativ: (X—>Y)*— (X*>Y)

[J quantitativ: p(X > Y)=1 *— pX*>Y)=1

" Bruch: ﬂzl LN
a+b+c+d a+b
Begriindung: Aus M=l folgt b=0 unda+c+d>0.
a+b+c+d

D. h. es ist moglich, dass a = 0, aber es reicht, dass ¢ +d > 0. Dann wire p(X *— Y) =0
Somit ist nur ein semi-analytischer Schluss moglich auf p(X *— Y) = 1.

e Nebentheorie
Nun kénnte man aber fiir die Existenz-Theorie folgenden Einwand erheben:
a+c+d

Wie oben festgestellt: aus ——— =1 folgtb = 0. Da im Existenz-Modell gilt:
a+b+c+d
I N =0, ergibt sich also:b=0 = a>0.
a+b a+b

Somit miisste doch ein strenger Schluss moglich sein:
pPX—>Y)=1*= pX*>Y)=1

Dem widerspricht allerdings die aufgestellte Wahrheitstafel:

X Y *—> X*>5Y Belegung :
+ + + + + ++ O *> Y
+ - = 0O + -- + 2 0
-+ + ? - O+
-+ - 7?2 -0-

Man miisste stattdessen folgende Wahrheitstafel verwenden:

X =>Y *= X*>Y Belegung :
+ + + + + ++ O *>Y
+ - -0 + -- + 00
-+ + 0 = 0O+

- + -0 -0-
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Hier ergibt sich aber ein sehr problematisches Resultat:

Es gilt: X*>Y)*= X->Y)
Wenn auch gilt: (X - Y) *= X*>Y
Dann: X*>Y)*s X->Y)
In Formeln ausgedriickt hei3t das:
a+c+d S
a+b+c+d a+b

Dies bedeutete aber, dass die Implikation und die Positiv-Implikation dquivalent wéren, je-
denfalls bei Verwendung der Positiv-Aquivalenz (die normale Aquivalenz kann nicht gelten,
da die Kontraposition p(X *— Y) =0 = p(X — Y) = 0 offensichtlich falsch ist).

Wie kann hier eine Losung aussehen? Dies ist ziemlich kompliziert.

Wir gingen aus von p(X *—> Y) =0 < p(X *—> —Y) = 1. In Formeln:
a b

=l <

- -0
a+b a+b

=0 < b=0 Somit: =1 <& b=0

a+b a+b
Nun ergibt sich hier ein Problem, das uns schon ganz am Anfang beschéftigte. Zwei logisch
(oder mathematisch) dquivalente Relationen miissen nicht genau die gleiche Bedeutung ha-
ben; so gilt z. B. (X > Y) < —(X A —Y), dennoch besitzen X — Y und —(X A —Y) nicht die
gleiche Bedeutung (vgl. dazu in Kapitel 0: Extension versus Intension).

Dann miisste auch gelten:

So ist m. E. auch zwischen =0 und b =0 zu unterscheiden.

a+b

b = 0 ist die Angabe einer absoluten Quantititéit: (X A —Y) =0

=0 ist die Angabe einer relativen Quantitét: g(X A=Y) _
a+h g X AY)+q(X A=Y)

Im Beispiel:
b = 0: ,.kein Philosoph ist nicht klug*
b

a+b

=0:,,von allen (klugen und nicht klugen) Philosophen ist keiner nicht klug®.

Man konnte unterscheiden (vor allem mit Bezug auf die Sprache):
e b = 0 impliziert nicht notwendig, dass a > 0, dass es also iiberhaupt Philosophen gibt (es
wird ja gar kein Bezug auf a genommen)

5 =0 impliziert dagegen notwendig, dass a > 0, dass es Philosophen gibt, weil eine
a+

Verwendung der Positiv-Implikation X *— Y nur erfolgt, wenn die Menge X nicht leer ist,
wenn p(X) >0 bzw.a+b> 0.

. +c+ . . .
Somit folgt aus _aterd =1 zwar b = 0, aber nicht automatisch a > 0, und somit folgt

a+b+c+d
aus p(X — Y) =1 auch nicht automatisch p(X *— Y) = 1.

Ein weiteres Argument:
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Wenn

5= 1 < b =0, dann muss auch die Kontraposition gelten. Aber wie sollte die hier
a+

=1 wiirde man =0 einsetzen, aber was soll man fiir b = 0 einset-

a+b a+b

zen? Man kann natiirlich nicht b = 1 einsetzen, denn 1 ware hier eine absolute Grofe, keine
relative. Man kann nur b > 0 einsetzen, aber so erhdlt man keine korrekte Kontraposition. Es
besteht eben die Asymmetrie, dass absolut q = 0 relativ p = 0 entspricht, aber relativ keines-
falls p =1 auch q = 1 entspricht. (Wenn man auch mit dem Wert p < 1 arbeitet, bekommt man
die Kontraposition zwar hin, aber dieser Wert ist in der quantitativen Aussagen-Logik gar
nicht definiert.)

Auch hier zeigt sich wieder, dass man absolute und relative GroBen nicht generell gleich-

aussehen? Fir

setzen kann, also dass man auch nicht =0 und b =0 einfach als gleich ansehen darf;

a+b
vielleicht darf man sie nicht einmal als dquivalent ansehen (jedenfalls bei Verwendung der
normalen Aquivalenz). Sondern man miisste differenzieren:

Positiv-Implikation: =1 *=b=0,weilb>0—-= —2—=0.
a+b a+b
Normal-Implikation: b= 0 = =1, weil 2 —0=b>0.
a+b a+b

Es sei aber zugegeben, dass dieser Losungsansatz etliche Probleme aufwirft, hier besteht noch
erheblicher Kldrungsbedarf. Eventuell wire es doch besser einfach zu akzeptieren, dass gilt
X »>Y) *> X *5Y, allerdings nur als Positiv-Implikation; man miisste dann jedoch die
Belegung der Wahrheitstafel in der o. g. Weise verdandern.

2-4-2-5 KONTRAPOSITION
Auf die Kontraposition wurde im vorausgegangenen Punkt schon eingegangen. Die Kontra-
position in der normalen Logik beinhaltet die Aquivalenz:

X-=2>Y)e (=X« Y).
Dem dquivalent ist die Aquivalenz der Negationen: «(X = Y) < —(=X < —=Y).

Urspriinglich ist die Kontraposition also fiir die synthetische Implikation X — Y definiert.

Allerdings gilt generell: (® — V) < (—® <« —¥). Die Kontraposition gilt also auch fiir ana-
lytische bzw. semi-analytische Relationen, z. B.:

[(XAY) = XVvY)]e[(XAY)<—(XVY)]

[(XVvY)— XVvY)]e [ (XVY)«—-(XAY)]
Die Frage ist, inwieweit die Kontraposition auch fiir die Positiv-Implikation gilt, also:
Im Einzelnen beinhaltete das somit vier Implikationen:

X*5Y) = (=X «*4Y)

X*5Y) < (=X«*Y)
Ich konzentriere die Analyse auf die Implikationen, weil die leichter zu untersuchen sind als
die Aquivalenzen im Ganzen. Das Ergebnis ist aber unschwer auf die Aquivalenz zu iibertra-
gen. Und zwar untersuche ich die 1. und die 3. Implikation (der 2. und 4. Fall verhalten sich
entsprechend).

Als Zentral-Relator habe ich hier zundchst hypothetisch die normale, analytische Implikati-

on = verwendet, es muss sich herausstellen, ob das berechtigt ist.
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¢ Haupttheorie

Ich untersuche zur Einfachheit zunichst nur die Implikation (X = Y) = (=X «* —Y).
[ qualitativ: (X *>Y)*—— (=X <«*2Y)
[ quantitativ: p(X *> Y)=1 *—— p(=X «*=Y)=1

[1 Bruch: a =1 * > d =1
a+b d+b

Begriindung: aus a 5 =1 folgt a> 0 und b = 0. b = 0 ist zwar eine notwendige Bedingung

d

d+b
Somit ist nur ein semi-analytischer Schluss moglich. Und zwar gilt das gleichermal3en fiir das
Existenz-Modell und das Nicht-Existenz-Modell. (Aus Griinden, die hier nicht im Einzelnen
dargelegt werden konnen, kommt auch nur der Positiv-Implikator in Frage.)

fiir =1, aber keine hinreichende; dafiir miisste auch noch gelten d > 0.

Jetzt zur Frage, ob die negierte Implikation gilt: =«(X *—> Y) = (=X «*Y) ?
[J quantitativ: p(X *> Y)=0 *—— p(—X<«*-Y)=0

0y

[1 Bruch: =
a+b d+b

0

Begriindung: aus =0 folgt keineswegs zwingend, dass

Fazit: Bei der Positiv-Implikation gilt die Kontraposition nicht.

e Nebentheorie
Nun konnte man fiir das Existenz-Modell folgenden Einwand erheben:

Wenn man — nach dem Existenz-Modell — davon ausgeht, dass gilt: =1 b =0,
a+b a+b
. d b
dann muss man auch annehmen, dass gilt: =l =0.
d+b d+b
Nun soll gelten: 5 =1 < b =0. Dann miisste auch gelten: d 5 =1< b=0
a+
d

Somit: —— =1 < =1
a+b d+b )
Und das wire genau die Kontraposition, sogar in vollstdndiger Form als Aquivalenz:
pPX*>Y)=1 & p(—=X«*=Y)=1
Nun zeigt sich aber sofort, dass dies nicht stimmen kann. Denn dann miisste auch gelten:
PX*>Y)=0 < p(—X «*=Y)=0, in Formeln:
a d
=0
a+b d+b

=0

Dies ist aber offensichtlich falsch. Wenn z. B. a = 0, dann folgt daraus keineswegs d = 0 (und
umgekehrt).
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Allenfalls kénnte man eine Positiv-Aquivalenz behaupten:
PX*>Y)=1 *< p(—=X<«<*=Y)=1
M. E. besteht aber auch diese Positiv-Aquivalenz nicht. Dass soll zum einen die Wahrheitsta-
fel verdeutlichen. Ich gehe dabei von folgender Wahrheitstafel aus:

X*>Y) > (=X <*Y)

1. + 4+ + ? -+ 0 —+
2. + - - B e
3. - [+ o +-0 -+
4. -0 - ?7 +- 4+ +-

(X *>Y) ist nur fiir die ersten beiden Zeilen definiert, in denen X positiv (+) ist.
(=X «* Y) ist nur fiir die 2. und 4. Zeile definiert, wo —Y positiv (+) ist.
Somit sind beide Relationen gemeinsam nur in der 2. Zeile definiert, hier sind sie aber beide
negativ (—), so dass nach den Regeln der Positiv-Implikation nur ein [] unter dem Zentral-
Relator stehen kann. Somit ist in keiner der 4 Zeilen in beiden Relationen gleichzeitig ein +
unter dem Relator gegeben, dies wire nach den Regeln der Positiv-Implikation aber Voraus-
setzung fiir ein + unter dem Zentral-Relator.

Zum anderen mochte ich auf die Argumentation aus dem letzten Punkt 2-4-2-4 zuriick-

kommen, wo gezeigt wurde, dass eine Aquivalenz =1 < b = 0 anzuzweifeln ist, mit

a+b
allen sich daraus ergebenden Folgen.
AbschlieBend: Gerade dieser Punkt ,,Kontraposition bei der Positiv-Implikation* muss als
einer der am wenigsten geklédrten im Text angesehen werden, aber alles spricht dafiir, dass die
Kontraposition bei der Positiv-Implikation nicht gilt.

2-4-3 Systematik

Bei Systematik behandele ich verschiedene Formen von Schliissen. Ich nenne wieder jeweils
die qualitative Form, die quantitative Form und die Form als Bruch. Dabei ist zu bedenken,
dass grundsatzlich gilt:

atb+c+d>0.Also:a>0 v b>0v ¢c>0 v d>0

Zur Wiederholung: Terminologisch verwende ich folgende Termini gleichbedeutend :
¢ Semi-analytische Implikation

= partiell analytische Implikation = semi-analytischer Schluss = partieller Schluss = partiell
tautologischer Schluss = partielle logische Folge u. &.
¢ Analytische Implikation

= streng analytische Implikation = strenger Schluss = vollstindig analytischer Schluss =
vollstindiger Schluss = tautologischer Schluss = (vollstindige) logische Folge u. &.

(Von Kontradiktionen sehe ich hierbei ab.)

2-4-3-1 ABTRENNUNGSREGEL

Struktur: p(®@) =1 = p(¥) =1/ eine Primisse
[l qualitativ: XAY = Y
[ quantitativ: p(XAY)=1 = p(Y)=1
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a a+c

0 Bruchh ——M@M@M@M@Mm =1 = —— =
a+b+c+d a+b+c+d
Kurz-Erlduterung: Aus dem ersten Bruch ergibt sich:
a>0, b+c+d=0.Somithaben also alle Parameter aufler a den Wert 0.
Damit ergibt sich fiir den abgeleiteten zweiten Bruch:
a
2
a

2-4-3-2 MODUS PONENS
Struktur: p(®) =1 = p(¥)=1/zwei Primissen
[ qualitativ: X—>Y)AX =Y
[ quantitativ: p(X > Y)=1 ApX)=1 = p(Y)=1

O Bruch: ~ _4tetd o atb . atc
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung:

Aus dem ersten Bruch ergibt sich: b=0

Aus dem zweiten Bruch ergibt sich:c +d =0

Also ergibt sich entsprechend wie oben fiir den abgeleiteten dritten Bruch der Wert p = 1.

Alternatives Modell des Modus ponens

Ich will hier noch einmal auf eine Frage eingehen, die ich schon kurz erldutert habe. Es gébe
auch Griinde, das aussagen-logische X — Y nicht mit p = 1 sondern mit p > 0 zu quantifizie-
ren, was z. B. den Vorteil hitte, dass wie in der Aussagen-Logik der Gegensatz zwischen
giiltig (p > 0) und ungiiltig (p = 0) kontradiktorisch wire. Aber es gibe andererseits untole-
rierbare Probleme. So wiére der Modus ponens, eins der zentralsten logischen Gesetze, nicht

giiltig:

a+c+d a+b a+c
>0 _— >0 =

a+b+c+d " at+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung: Aus der ersten Pramisse ergibt sich:a+c+d >0

Aus der zweiten Pramisse ergibt sich:a+b >0

Daraus folgt aber nicht zwingend a + ¢ > 0.

Denn bei a + ¢ +d > 0 kann es ja sein, dass a + ¢ = 0 und nur d > 0.
Und bei a + b > 0 kann es sein, dass a =0 und nur b > 0.

. +cC . . . a+c
Somit folgt also _are > 0 nicht zwingend, es konnte auch gelten —— =
a+b+c+d a+b+c+d
b+d .
und stattdessen—— > 0 wahr sein.
a+b+c+d

Modus ponens mit der Positiv-Implikation

Bei der Positiv-Implikation ergibt sich ein entsprechendes Ergebnis fiir den Modus ponens.
Dabei stellt sich das Existenz-Problem nicht. Denn da nur mit dem positiven X *— Y gearbei-
tet wird, ist die Existenz von X gewéhrleistet.
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[ qualitativ: (X*>Y)AX = Y
[ quantitativ: p(X *>Y)=1 ApX)=1 = p(Y)=1

a 1 a+b a+c

[1Bruch : =1 A -1 = — - _
a+b a+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung: Aus den ersten beiden Briichen ergibt sich (entsprechend wie bei dem Beispiel
mit der herkdmmlichen Implikation) b+ ¢+ d =0.
Damit ergibt sich fiir den abgeleiteten Bruch: p = 1. Denn:

a

2

a

2-4-3-3 NULLISTISCHE SCHLUSSE
Bei denen kommt wenigstens ein Wert p = 0 vor.
o Struktur: p(®)=1 = p(¥)=0
[ qualitativ: X AY = =(X><Y)
[ quantitativ: p(X AY)=1= p(X><Y)=0

a | b+d

[] Bruch: I — S
a+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung: Aus dem ersten Bruch folgt: b+c+d=0
Folglich muss der abgeleitete zweite Bruch den Wert 0 haben.

o Struktur: p(®)=0 = p(¥)=0
[ qualitativ: =Y = (X AY)
[J quantitativ: p(Y)=0 = p(XAY)=0

a+c a

[ Bruch: - > — =
a+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung: Wenn a + ¢ = 0, dann gilt natiirlich auch a = 0.

2-4-3-4 SEMI-ANALYTISCHE SCHLUSSE
Bei einer semi-analytischen Implikation liegt wie erldutert nur eine partielle logische Folge
vor.
Ich beschrianke mich hier auf ein Beispiel mit dem Schluss:
p@=1— p¥)=1.Undzwar: p(X vY)=1 —>p(Y)=1
Zunichst stelle ich noch einmal die Wahrheitstafel dar, um zu demonstrieren, dass ein semi-
analytischer Schluss vorliegt.

XVvY)—>Y
++ 4+ + +
++ - - -
-+ 4+ + +
- — - 4+ _
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(] qualitativ: (XvY) — Y
(] quantitativ: p(XvY)=1 — p(Y)=1

a+b+c . a+c

[ Bruch: = > =
a+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung:
Aus dem ersten Bruch folgt: a+b + ¢ >0, d = 0. Was ldsst sich daraus fiir den zweiten Bruch
ableiten?
Betrachten wir drei Mdglichkeiten:
a+c =0, b>0: Hier hat der zweite Bruch den Wert p = 0.
a+c >0, b=0: Hier hat der zweite Bruch den Wert p=1.
a+c>0,b> 0. Hier hat der zweite Bruch, je nach dem Verhiltnis von a + ¢ zu b, be-
liebige Werte zwischen O und 1.
Es hat also den Anschein, als konne man aus dem ersten Bruch jeden mdglichen Wert des
zweiten Bruchs ableiten (und damit umgekehrt gar nichts). Es wire kein partiell-analytischer
Schluss gegeben, sondern iiberhaupt kein Schluss (bzw. ein Pseudoschluss). Die beiden Brii-
che wiren vollig unabhdngig voneinander.
Um dieses Ergebnis zu priifen, setze ich konkrete Zahlen in die Gleichungen ein. Als Bei-
spiel:

a+b+c
at+b+c+d

a+c
a+b+c+d

4 4
4 4

Jetzt erhalte ich aus der ersten Gleichung: a+b+c=4,d=0.

Nun ergeben sich folgende Mdglichkeiten:

a+c b a—+c
at+b+c+d
4 0 4/4
3 1 3/4
2 2 2/4
1 3 1/4
0 4 0/4

In diesem Beispiel gibt es also nicht mehr wie im obigen abstrakten Fall unendlich viele L6-
sungen, sondern nur 5 Losungen fiir den zweiten Bruch. Allerdings kann der Bruch auch in
diesem konkreten Fall Werte von 0 bis 1 annehmen. Wie aber noch gezeigt wird, haben diese
Werte unterschiedliche theoretische Wahrscheinlichkeiten. Aullerdem ist beit Werten p < 1 die
Anzahl der Losungen prinzipiell geringer. Jedenfalls gilt, dass bei Einsatz konkreter Zahlen
ein partieller Schluss der Form p(X v Y)=1 —— p(Y) =1 moglich ist.

2-4-3-5 ANDERE BERECHNUNGSMETHODEN

Ich habe bisher die Schliisse berechnet, indem ich die Prdmissen analysiert habe. Gerade bei
Schliissen mit mehreren Pramissen ergeben sich aber auch noch andere Methoden. Ich will
die wichtigsten Methoden kurz vorstellen, anhand des Modus ponens:
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pPX—=>Y)=1 ApX)=1 = p(Y)=1

a+c+d a+b a+c
=1 A 1 =

a+b+c+d

a+b+c+d= a+b+c+d=

e Primissen getrennt analysieren (bisherige Methode)

M =1 Daraus erhilt man: b=10
at+b+c+d

a+b ..
— =1 Daraus erhilt man: c+d =0
a+b+c+d

Aus beiden Briichen zusammen erhdlt man: b+c+d=0
Nun gilt:a+b +c+d>0. Somita> 0.

a+c a

Also gilt fir die Konklusion: —— =
a+b+c+d a

=1

¢ Pramissen gleichsetzen und einen Ausdruck analysieren

atc+d = ath Daraus folgt: a+c+d=a+b. Somitb=c+d.
a+b+c+d a+b+c+d

M =1 Daraus erhilt man: b=0
a+b+c+d

Aus beiden Zeilen zusammen erhdlt man: b+c¢c+d=0

Dann weiter wie oben.

e Primissen addieren oder subtrahieren und den daraus resultierenden neuen Ausdruck

analysieren
Aus M =1 und & =1 erhalt man durch Addition:
a+b+c+d at+b+c+d
a+c+d+a+b:2 Dmmm:2a+b+c+d:2
at+b+c+d at+b+c+d
Man subtrahiert davon 1 bzw. w
a+b+c+d
2a+b+c+d_a+b+c+d: a

a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d:

Aus S 1 erhdlt man: b +¢ +d =0.
a+b+c+d

Dann weiter wie oben.
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Je nach zu analysierendem Schluss sind nicht immer alle o. g. Verfahren anzuwenden.

2-4-4 Inklusiv / Exklusiv

2-4-4-1 GANZHEITS-FORMEL

Ich stelle fiir die ,,oder-Relatoren® Disjunktion (v), Kontravalenz (><) und Exklusion (|) die
ganzheitliche Berechnung vor, jeweils am Beispiel der Verkniipfung von X A Y und X <> Y,
wobei sich semi-analytische Relationen ergeben.

¢ Disjunktion (inklusives ,,oder*)
Tqualitativ: [(XAY) 'V X Y)] © XoY) (+-—+)

] quantitativ: [p(XAY)=1 Vv pX©VY)=1] © pXeY)=1

a b a+d a+d
DFormel: _— :1 \V4 ——1 _— =
at+b+c+d at+b+c+d at+b+c+d

Mankamn pX AY)=1 v p(X<Y) =1 auchals p[XAY) vV pXeY)] =1
schreiben, also als Gesamtformel.
a

Aus ——— = 1ergibtsich:a>0,b+c+d=0
a+b+c+d

Aus $=1ergibtsich:a+d>0,b+c=0
a+b+c+d

Aus (a>0) v (a+d > 0) ergibt sich fiir den Zdhler: jedenfalls a+d >0

Aus(b+c+d=0) v (b+c=0)ergibt sich fiir den Nenner: jedenfallsb+c =0
atd _a+d _ 1

a+b+c+d a+d

Somit ergibt sich:

Hier kann das Ergebnis etwas irritieren, weil X <> Y sowohl Ergebnis als auch Teil der Ge-
samtformel ist.

e Kontravalenz (exklusives ,,oder*)
[ qualitativ: [(XAY) ><~ X Y)] © XVY) (———+)
] quantitativ: [p(XAY)=1 "><" pXeoY)=1] © pXVY)=1

[] Formel: +=1+><_ a+d 1 d

= <:>—:
at+b+c+d a+b+c+d at+b+c+d

e Exklusion
[ qualitativ: [(XAY) 7|” X Y)] © X]Y) (=+++)
I quantitativ: [p(XAY)=1 "] " pXoY)=1] © pX|Y)=1

a —1 a+d 1 b+c+d

DFOI‘I’I]CII —_— = = S =
at+b+c+d a+b+c+d at+b+c+d
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2-4-4-2 NEGATION
Ich beschrianke mich hier auf die Disjunktion. Fir X v Y kann man verschiedene Negationen
angeben, z. B.:
Dann gilt:
[ qualitativ: (XVvY) & ——=(XVY)
[J quantitativ: p(XvY) =1 < p(—~(XVvY))=0

a+b+c ] d

(] Formel: —_— = S =
at+b+c+d at+b+c+d

Alternativen: p(XvY) =1 & pXVY)=0

2-4-4-3 DISJUNKTION UND KONTRAVALENZ
U qualitativ: X><Y = XvY —++-) = +++-)
[ quantitativ: p(X><Y)=1 = p(XvY)=1

b+c 1 at+b+c 1

[ Formel: - ]l =>— - =
a+b+c+d a+b+c+d

2-4-4-4 EXKLUSION UND KONTRAVALENZ
[ qualitativ: X><Y = X|Y —++-) = (—+++)
[ quantitativ: p(X><Y)=1 = p(X|Y)=1

b+c 1 b+c+d

[1 Formel: _— = _— =
at+b+c+d a+b+c+d

2-4-4-5 DISJUNKTION UND EXKLUSION
Hier gilt zunéchst nur ein semi-analytischer Schluss:
[ qualitativ: XvY — X|Y +++-) —(++4)
[J quantitativ: p(XvY)=1— pX|Y)=1

| Formel: a+b+c 1 S b+c+d 1
at+b+c+d a+b+c+d

Das Umgekehrte gilt auch, also X | Y — X Vv Y usw.

Ein strenger Schluss ist aber moglich bei:
[ qualitativ: —(XvY) = X|Y 1) =>CF+++)
[ quantitativ: p(XvY)=0 = p(X]|Y)=1

a+b+c 0 b+c+d 1

[ Formel: - )= — " =
a+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung: a+b+c=0 = b> 0. Es ergibt sich also b/b = 1.
Hier gilt entsprechend die Kontraposition, also -(X |Y) = X v Y usw.
AuBerdem gilt: X vY) v (X]Y)
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Ich habe hier auf Begriindungen der Schliisse weitgehend verzichtet, die miisste der Leser
nach den vorausgegangenen Ausfiihrungen selbst vollziehen kénnen.

2-4-5 Erweiterungen

Ich habe verschiedene Strukturen von quantitativen aussagen-logischen Schliissen vorgestellt:
p(@)=1 = p(¥)=1

p(@)=1 = p(¥)=0

p(@)=0 = p(¥)=1

p(@)=0 = p(¥)=0

Eine vollstindige Erfassung aller mdglichen Strukturen steht hier noch aus.

Auf einen Punkt muss aber hingewiesen werden: In manchen Fillen ist gar kein Schluss bzw.
nur ein Pseudoschluss moglich, weil die Relationen vollstindig unabhdngig voneinander sind,
z. B. beim ,,Schluss“ von X ]Y (entsprechend X) auf X LY (entsprechend Y).

Auf quantitative Pseudoschliisse bin ich schon in 2-2-3-5 eingegangen, aber hier geht es spe-
ziell um Pseudoschliisse der quantitativen Aussagen-Logik.

+b a+c
Xlyy=—272 XLY)=————
p( ) a+b+c+d p( ) a+b+c+d
Wenn &=l,wa5 folgt daraus fiir __are ?
a+b+c+d a+b+c+d
a+b 1 a+c
a+b+c+d a+b+c+d
atb>0,c+d=0 1) Moglichkeit: p=1
a>0(b=0)
2) Moglichkeit: p=0
a=0(b>0)
a+b _0 a+c
a+b+c+d a+b+c+d
atb=0,c+d>0 1) Moglichkeit: p=1
c>0(d=0)
2) Moglichkeit: p=0
c=0(d>0)

Man sieht: Wenn p(X | Y) =1, kann p(X L Y) entweder 1 oder 0 sein. Wenn p(X | Y)=0,
kann p(X L Y) ebenfalls 1 oder 0 sein. Genau das bedeutet aber, dass p(X | Y) und p(X ] Y)
voneinander unabhdngig sind. Und das verwundert nicht, denn sie entsprechen den syntheti-
schem X bzw. Y.

Dagegen gilt fiir: p(X A Y) und p(X —<Y) bzw. p(X A =Y):

a r undp(X/\ﬂY):in
a+b+c+d n

XAY) =———=
PXAY) a+b+c+d n
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PXAY) =1 = p(XA=Y)=0
Aber: p(XAY) =0 —> p(XA=Y)=0
Und: p(XAY) =0 — p(XA=aY)=1

D. h.aus p(X A Y) =1 istein strenger Schluss auf p(X A —Y) abzuleiten, aus p(X A Y) =0
aber nicht.

Steckbrief eines Schlusses
Zur Ubersichtlichkeit soll im Folgenden quasi der Steckbrief eines Schlusses dargestellt wer-
den. Und zwar von der Abtrennungsregel: X AY = Y.

2-4-5-1 STRENGER SCHLUSS
[ qualitativ: XAY = Y
U quantitativ: p(XAY)=1 = p(Y)=1

a a+c

[l Formel: _— =l 5 — =
a+b+c+d a+b+c+d
Beispiel:

[ quantitativ: p(X AY)= 5/5= p(Y) =5/5

[0 Formel: Azé =
at+b+c+d 5

a+c _§
a+b+c+d 5

2-4-5-2 UMKEHRUNG
Als quantitativen Umkehr-Schluss bezeichne ich in der deterministischen Aussagen-Logik
einen Schluss mit doppelter Verneinung:

[ quantitativ: p(=(X A Y))= 0 = p(—Y))=0

[0 Formel: M—O b+d

= >V — =
a+b+c+d a+b+c+d

Der Umkehr-Schluss ist 4quivalent dem Ausgangs-Schluss:
[PXAY)= 1= p(Y)= 1] & [p(=(XAY))= 0 = p(=(XAY))=0]

2-4-5-3 KONTRAPOSITION
Der Umkehr-Schluss darf nicht mit der Kontraposition verwechselt werden. Die Kontrapositi-
on lautet:

U qualitativ: (X AY) & =Y

] quantitative: p(X AY)=0 < p(Y)= 0

a a+c

U Formel:—zO = —=
a+b+c+d a+b+c+d

Auch die Kontraposition ist dquivalent dem Ausgangs-Schluss:
PXAY)=1 = p(Y)= 1] & [p(XAY)=0 < p(Y)=0]



442 Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik

2-4-5-4 SEMI-ANALYTISCHE SCHLUSSE
Wenn gilt: p(X A Y) = 1, dann ergibt sich ein strenger Schluss fiir p(Y), namlich p(Y) = 1.
Wenn aber p(X A Y) =0, dann gibt es nur folgende semi-analytische Schliisse:
PXAY)=0— p(Y) =0
PXAY)=0— p(Y) =1
Man kann allerdings fragen, ob das noch Schliisse zu nennen sind, denn wenn p(X A Y) = 0
ist eben gar nichts Sicheres iiber p(Y) abzuleiten.

2-4-5-5 KONTRADIKTIONEN
Wir wissen, dass eine aussagen-logische Implikation nur in dem Fall kontradiktorisch ist, dass
von einer Tautologie auf eine Kontradiktion geschlossen wird.

Tautologie # Kontradiktion
Das hief3e in der quantitativen Form:

p(Tautologie) = 1 # p(Kontradiktion) = 0
Denn wie erlédutert, gilt immer p(Tautologie) = 1 und p(Kontradiktion) = 0.

Bei diesem Beispiel der Abtrennungs-Regel ist somit im Grunde gar keine Kontradiktion zu
konstruieren, denn weder p(X A Y) = 1 noch p(X A Y) = 0 ist kontradiktorisch. Man konnte
allenfalls z. B. angeben p(X A Y) = 1,5, dies wire jedoch in dem gegebenen Bezugsrahmen

0 <p < 1 unmdglich, und solche irreguldren Fille lasse ich hier auBer acht.

Stattdessen arbeitet man mit der negativen Implikation ® = —'Y.
Wenn gilt p(XAY)=1 = p(Y)= 1,
dann gilt p(X A Y)= 1 = —[p(Y) = 0]. Und umgekehrt.

Anders sehen die Verhiltnisse allerdings bei der Positiv-Implikation aus.
Hier kann man allgemein sagen:

Wenn p(®)=1 *= p(¥)=1, dann: p(®) =1 *# p(¥)=0
Wenn p(®) =1 *= p(¥Y)=0, dann: p(®) =1 *# p(¥)=1
Wenn p(®) =0 *= p(¥)=1, dann: p(®)=0 *# p(¥)=0
Wenn p(®) =0 *= p(¥)=0, dann: p(®)=0 *# p(¥)=1
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2 -5 QUANTITATIVE QUANTOREN-LOGIK

2-5-0 Einfiihrung

2-5-1 Implikation

2-5-2  Positiv-Implikation
2-5-3 Systematik

2-5-4 Inklusiv / Exklusiv
2-5-5 Erweiterungen

2-5-0 Einfiihrung

2-5-0-1 FORMULIERUNGEN
Hier sollen zunichst die quantoren-logischen Grundstrukturen dargestellt werden. Ich werde
zur besseren Veranschaulichung neben die quantitative Form auch die normale quantoren-
logische Form stellen.

Im Einzelnen geht es um 8 Méglichkeiten: Dabei bestehen folgende analytische Aquivalen-
zen (in normaler Sprache und formal):

¢ Alle < nicht einige nicht

A & —V=

pX)=1 < p(=X)=0
e Alle nicht < nicht einige

A— & =V

pX)=0 < p(=X)=1
¢ Nicht alle < einige nicht

—A & V=

pX) <1 < p(=X)>0
¢ Nicht alle nicht < einige

—A- <&V

p(—X) <1 < p(X)>0

Negationen

Es gilt, verschiedene Negationen zu unterscheiden:
kontradiktorische Verneinung -A  p<l
kontrdre Verneinung A— p=0
doppelte Verneinung —A—- p>0

Die doppelte Verneinung ist allerdings keine echte Verneinung, denn: A = —A—.
Es stehen sich also folgende GroBen kontradiktorisch gegentiiber:

A p=1 ><-A: p<l1

A—:p=0 >< —=A—: p>0

Entsprechendes gilt fiir ,,einige*.

Wichtig ist hier, den Unterschied zur Aussagen-Logik zu sehen: aussagen-logisch gibt es (im
strengen Sinn) nur eine Verneinung.
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Position Negation 1 Negation 2
Aussagen-Logik X>Y —-(X->Y)
Quantoren-Logik AX—>Y) A-(X->Y) -AX->Y)
Quantitativ pPX—>Y)=1 pPX—>Y)=0 pPX—=>Y)<l1

Dabei gilt aber, wie schon in 1-5-0-5 erldutert: Innerhalb der — quantitativen — Aussagen-
Logik ist p(X — Y) =0 kontradiktorische Negation von p(X — Y) = 1. Innerhalb der — quan-
titativen — Quantoren-Logik ist aber p(X — Y) = 0 kontrdre Negation von p(X — Y) = 1,
denn die kontradiktorische Negation ist hier p(X — Y) < 1.

2-5-0-2 QUANTOREN-LOGIK GEGEN AUSAGEN-LOGIK
Ich habe schon grundsitzlich dargelegt, dass man die Quantoren-Logik als eine Erweiterung
der Aussagen-Logik verstehen kann. Insofern gilt:
- alle Gesetze der Aussagen-Logik gelten auch in der Quantoren-Logik
- es gibt spezifische Gesetze der Quantoren-Logik, die in der Aussagen-Logik nicht
darstellbar sind (dies sind genau die, welche den Partikulér- oder Existenz-Quantor
verwenden)
Anbei ein Beispiel fiir die Darstellung eines Gesetzes in aussagen-logischer und quantoren-
logischer Form:
z. B. aussagen-logisch: XAY=Y
quantoren-logisch: Ax(Fx A Gx) = Ax(Gx)
quantoren-logisch quantifiziert: p(Fx A Gx)=1 = p(Gx)=1

2-5-0-3 LOGISCHES QUADRAT
Die wichtigsten analytischen klassen-logischen Relationen behandelt das sogenannte logische
Quadrat, das in einer normalen quantoren-logischen Form schon eingefiihrt wurde.

alle N alle—
p=1 p=0
) > y
einige A einige—
p>0 p<l

Das Zeichen "><" in der Mitte bezieht sich auf beide Diagonalen:
1. alle ™><" einige— 2.alle= ><" einige

Zur Erinnerung die Wahrheitsverldufe der oben genannten Junktoren bzw. Relatoren:

XY A v >< \ - PEN
+ + + + - - + +
+ - - + + o+ - —
- + - + + + + -
- - - - - + + +
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2-5-0-4 EINFACHE RELATIONEN
Einfache Relationen sind solche mit einer Pradikat-Variablen wie Ax(Fx) im Gegensatz zu
komplexen Relationen mit zwei oder mehr Pradikat-Variablen wie Ax(Fx — Gx). Man kann
sie quantitativ mit Individuenvariable x und Prddikatvariable F schreiben, z. B. p(Fx) = 1.
Ubersichtlicher ist aber, sie nur mit der neutralen Variable X zu schreiben: p(X) = 1.

Die logischen Verbindungen zwischen den Quantoren lassen sich fiir einfache Sétze bzw.
Relationen unproblematisch im logischen Quadrat darstellen (aus Platzgriinden wird das
»Quadrat“ oft nur als Rechteck dargestellt, so auch bei mir).

Darstellung Quantoren-Logik

p(X) =1 N p(X)=0
U < U
p(X)>0 v p(X)<1

Anstelle p(X) = 0 konnte man auch p(—X) = 1 schreiben u. 4., das wiirde der quantoren-
logischen Grundform A—(X) mehr entsprechen. In der quantitativen Form ist aber die obige
Darstellung am iibersichtlichsten.

Durch Verwendung einer spezifischen Individuen-Konstante x; sind z.B. folgende Schliisse
moglich: p(Fx) =1 = Fx;. Das ist folgendermallen zu deuten: ,,Wenn alle x die Eigenschaft
F haben, dann hat auch ein beliebiges x die Eigenschaft F*. Ahnlich z. B. Fx; = p(Fx) > 0.
Man konnte auch p(Fx;) = 1 statt Fx; schreiben, dies wére aber zu interpretieren (1-4-5-3).

AuBerdem sind von Bedeutung:

analytische Relationen zwischen relativen Haufigkeiten (p) und absoluten Héaufigkeiten (q):
epX)=1 = q(X)>0 oder: p(X)=1 = qX)>1
Wenn alle Objekte X sind, dann gibt es mehr als 0 Objekte (bzw. mindestens 1 Ob-
jekt), die X sind. Die 1 hat bei p natiirlich eine ganz andere Bedeutung als bei q, bei p
steht sie flir 100%, bei q fiir genau ein Objekt. Zur Unterscheidung konnte man bei p
immer dezimal 1,00 bzw. 0,00 schreiben, was aber eher uniibersichtlich sein diirfte.
Es gilt auch die Kontraposition: q(X) =0 = p(X) <1.
epX)>0 = q(X)>0 oder: p(X)>0 = qX)=>1
Kontraposition: q(X)=0 = p(X)=0
*pX)=0 = q(X)=0
Kontraposition: q(X) >0 = p(X) > 0. Dies ist korrekt, wenn allerdings p z. B. nur
1/1000000 betrigt (also q = 1), kann man auch sagen: p = 0.
o p(X) <1
Aus p(X) < 1 lésst sich nichts iiber q(X) ableiten. q(X) kann O sein, 1 oder beliebig
grof3. Es muss nur gewéhrleistet sein, dass q(X) < [q(X) + q(—=X)].

Ich habe mich oben auf die logische Implikation = beschrinkt. Es gilt aber verstérkt die logi-
sche Aquivalenz: p(X)>0 < q(X)> 0. In Formeln:

a+b

— >0 < at+tb>0.
at+b+c+d



446 Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik

2-5-0-5 WAHRHEITS-TAFELN
In der Aussagen-Logik kann die Giiltigkeit einer Relation durch die Wahrheitstafeln tiberprii-
fen. Dabei ergibt sich die Giiltigkeit der Gesamt-Relation aus der Giiltigkeit der Einzel-
Relationen bzw. Einzelfaktoren.

In der Quantoren-Logik ist das schwieriger. Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten (siehe ge-
nauer in 2-2-0-5).

o Strenger (analytischer) Schluss
Als Beispiel wiéhle ich wieder Ax(Fx) = Vx(Fx). Fiir den Schluss Ax(Fx) = Vx(Fx) ging
ich zunichst von folgendem Modell einer systematischen Wahrheitstafel aus:

Ax(Fx) [=] Vx(Fx)
+ o+ o+
+ p— —
-+ o+
—_ + —

Ich verwendete dann — analog zur Aussagen-Logik — folgende reale Wahrheitstafel:

Ax(Fx) = Vx(Fx)
+ o+ o+

+

+

+ 4+ +

Es geht nun darum, das + und das — unter den Quantoren prizise zu bestimmen.

In der quantitativen Quantoren-Logik stehen + und — in der Wahrheitstafel ndmlich nicht
wie bei der Aussagen-Logik einfach fiir ,,ja* (bzw. p = 1) und ,,nein* (bzw. p = 0), sondern sie
miissen folgendermaflen gedeutet werden:

Ax(Fx) Vx(Fx)
+:p=1 +:p>0
—-p<l —-p=0

Somit ergibt sich folgende quantitativ-quantoren-logische (normale) Wahrheitstafel:

p(X)=1 = p(X) >0
+ (=1 + + (p>0)
- (<D +  + (p>0)
- (<D + + (p>0)

- (p<1 + - (p=0)
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Daraus ergeben sich folgende Einzel-Relationen bei einer konjunktiven Interpretation:

[PX)=1ApX)>0] = [pX)=1 = p(X)>0]
[PX) <1 ApX)>0] = [pX)=1 = p(X)>0]
[PX)<1ApX)>0] = [pX)=1 = p(X)>0]
[PX)<1ApX)=0] = [pX)=1 = p(X)>0]

Diese Relationen miissen alle Tautologien sein, weil p(X) =1 = p(X) > 0 ja eine Tautolo-
gie ist und jeder Schluss auf eine Tautologie seinerseits eine Tautologie ist (bei der normalen
Implikation): ® = Tautologie.

Nun zur implikativen (realen) Wahrheitstafel: Sie gibt an: wenn die Pramisse den Wert p = 1
(oder p < 1) hat, folgt dann daraus notwendig (+), moglicherweise (£) oder unmoglich (-),
dass der Schluss-Satz den Wert p > 0 (oder p = 0) hat.

p(X)=1 = p(X) >0
+ (=D + + (p>0) pX)=1 = p(X)>0
—(p<1 +  + (p>0) pX)<1 — p(X)>0
~ (<1 +  + (p>0) pX) <1 — p(X)>0
- (<D + - (p=0) pX)<1l —> p(X)=0
Interpretation:

1. Zeile: Aus p(X) =1 folgt notwendig p(X)> 0.

2. Zeile: Aus p(X) <1 folgt mdglicherweise p(X) >0

3. Zeile: ist gleich der 2. Zeile

4. Zeile: Aus p(X) <1 folgt mdglicherweise p(X)=0
Das ,,moglicherweise® in der 3./4. Zeile entspricht der Tatsache, dass aus p(X) < 1 nichts Si-
cheres dartiber folgt, ob p(X) > 0 oder p(X) = 0 gilt.

e Semi-analytischer Schluss
Hier wihle ich als Beispiel Vx(Fx) —— Ax(Fx). Zunéchst die normale, reale Tafel:

Vx(Fx) — Ax(Fx)

_atb _a+b
a+b+c+d a+b+c+d
+(p>0) + + (p=1D
+ (p>0) - - <D
+ (p>0) - - (<D

- (=0 + - (<1
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Jetzt die implikative, reale Tafel:

p(X)>0 — pX)=1

_a+tb _a+b _

a+b+c+d a+b+c+d

+ (p>0) + + (p=D pX)>0 —> p(X)=1
+(p>0) + - (p<D pX)>0— p(X) <1
+ (p>0) + - (p<D p(X)>0— p(X) <1
- (=0 + - (<D pX)=0 = pX)<1

2-5-1 Implikation

2-5-1-1 TAUTOLOGIE

Typische quantitative quantoren-logische Schliisse sind solche, bei denen die Werte p < 1 und
p < 0 vorkommen. Denn Schliisse nur mit p = 1 oder p = 0 kdnnen bereits in der quantitati-
ven Aussagen-Logik dargestellt werden. Ich wihle hier nur spezifisch quantoren-logische
(quantitative) Schliisse, mit folgenden Strukturen:

op<1:>p<1 op<1:>p>0 op>0:>p>0
ep=1=p>0 ep=0=> p<lI

Andere Strukturen wie p=0 = p>0oder p=1= p<1 entsprechend.
ep<1l = p<l1

Eine Pramisse: Beispiel: mAx(Gx) = —Ax(Fx A Gx)
[ quantoren-logisch: —=A(Y) = -AXAY)

] quantitativ: pP(Y)<Il = p(XAY)<I
[l Bruch: a—+c<1 = #<1
a+b+c+d a+b+c+d

Kurz-Erlduterung: Aus dem ersten Bruch ergibt sich: b + d > 0. Damit muss aber auch der
abgeleitete Bruch den Wert p < 1 haben.

°p> 0= p> 0

Zwei Pramissen. Beispiel analog Modus ponens: Vx(Fx — Gx) A Ax(Fx) = Vx(Gx)
[ quantoren-logisch: V(X — Y) A A(X) = V(Y)
] quantitativ: PX—=>Y)>0 ApX)=1 = p(Y)>0

a+c+d 20 a+b | = a+c 20

[] Bruch: _ A =
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
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Erlduterung:

Aus dem ersten Bruch ergibt sich: a+c¢+d> 0.

Aus dem zweiten Bruch ergibt sich: c+d =0

Somit ergibt sich aus beiden Briichen zusammen: a > 0.

Also ergibt sich fiir den abgeleiteten dritten Bruch der Wert p > 0.

Eine Pramisse. Beispiel: Vx(Gx) = Vx(Fx — Gx))
] quantoren-logisch: V(Y) = V(X —>Y)
[ quantitativ: pY)>0 = pX—>Y)>0

a+c a+c+d
>0 =

(] BI'llChI _— _—
a+b+c+d at+b+c+d

Erlauterung: Der Schluss ist unmittelbar einleuchtend.
ep< 1= p> 0

Eine Pramisse. Beispiel: mAx(Gx) = Vx(Fx « Gx)
[ quantoren-logisch: —A(Y) = V(X «Y)

U] quantitativ: pP(Y)<I= pX«<Y)> 0
[ Bruch: a—+c<1 :M>O
a+b+c+d a+b+c+d

Erlduterung: Aus dem ersten Bruch folgt: b+d >0
Folglich muss der abgeleitete zweite Bruch den Wert p > 0 haben.

ep=1=p>0

Zwei Pramissen.
Beispiel analog Modus ponens: Ax(Fx — Gx) A Vx(Fx) = Vx(Gx)
[l quantoren-logisch: A(X — Y) A V(X) = V(Y)

[l quantitativ: PX—>Y)=1 Ap(X)>0 = p(Y)>0
I Bruch: _atetd o atb 4 atc
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
Erlduterung:

Aus dem ersten Bruch ergibt sich: a+c¢+d>0,b=0.

Aus dem zweiten Bruch ergibt sichu. a.:a+b>0

Somit ergibt sich aus beiden Briichen zusammen: a > 0.

Also ergibt sich fiir den abgeleiteten dritten Bruch der Wert p > 0.

Eine Pramisse. Beispiel: Ax(Fx — Gx) = Vx(Fx — Gx)
] quantoren-logisch: AX—>Y)= V(X ->Y)

] quantitativ: PX=>Y)=1=2pX->Y)>0
I Bruch: _atetd _ _ _atctd
a+b+c+d a+b+c+d

Eine Erlduterung diirfte sich eriibrigen.
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ep=0 = p<I
Eine Pramisse. Beispiel: Ax—(Fx — Gx) = Vx—(Fx - Gx)
[ quantoren-logisch: A-(X—>Y) = V-(X—>Y)

] quantitativ: PX—>Y)=0 = pX—>Y)<I1
I Bruch: _atetd _, _ atc+d _,
a+b+c+d a+b+c+d

Erléuterung eriibrigt sich.

2-5-1-2 KONTRADIKTION
Hier sei daran erinnert, dass die Implikation nur kontradiktorisch ist, wenn von einer Tautolo-

gie auf eine Kontradiktion geschlossen wird: also Tautologie # Kontradiktion

e Beispiel fiir klassische quantoren-logische Kontradiktion
quantoren-logisch: Ax(Fx "v" —Fx) # Vx(Fx "A” —Fx)
quantitativ: p(X V' =X)=1 & p(Y A" =Y)>0.

Ein Quantor dndert bei einer einzelnen Relation nichts daran, ob sie synthetisch, semi-
analytisch oder analytisch, und zwar tautologisch bzw. kontradiktorisch ist.
Andererseits wurde schon darauf hingewiesen, dass es logisch falsche Folgen gibt, die sich
aber bei Verwendung der normalen Implikation nicht als kontradiktorisch auffassen lassen.
Hier verwendet man 1. allg. am besten: = —

e Beispiel fiir die negative, tautologische Implikation
p(X)=1 = —[p(X) < 1]. Nun gilt aber laut quantoren-logischer Definition:
—[p(X) < 1] < p(X) = 1. Somit gilt also auch die Aquivalen:.

2-5-1-3 SEMI-ANALYTISCH
Z.B:.pX->Y)=1 — p(XAY)>0
Als wesentliche Gesetze der traditionellen Quantoren-Logik gelten:

alle = einige und alle— = einige—
In der Formalisierung Ax(Fx — Gx) = Vx(Fx — Gx) gilt dieses Gesetz bei der Verwendung
der Implikation. Wie beschrieben, findet man aber am héufigsten in der logischen bzw. wis-
senschaftstheoretischen Literatur folgende Formalisierungen:

sprachlich quantoren-logisch  quantitativ
Alle F sind G: Ax(Fx — Gx) pX—>Y)=1
Einige F sind G: Vx(Fx A Gx) pPXAY)>0
Alle F sind nicht G: Ax(Fx —> —Gx) pX—>-Y)=1
Einige F sind nicht G: Vx(Fx A —=Gx) pXA=Y)>0

Bei diesen Formalisierungen ist der Schluss von ,,alle* auf ,,einige aber nur semi-analytisch,
nicht streng analytisch. Es gilt also:
»alle —= einige* bzw. ,alle —> einige* (und entsprechend), konkret bedeutet das:
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Ax(Fx > Gx) —— Vx(Fx A Gx) bzw.
pPX—>Y)=1 — pXAY)>0

a+c+d 3 . a
a+b+c+d a+b+c+d

>0

Begriindung: Aus dem ersten Bruch ergibt sich: a + ¢ + d > 0. Daraus folgt aber nicht not-
wendig, dass a > 0. Es kann auch gelten a = 0, es reicht, dass ¢ +d > 0.

Entsprechend liee sich beweisen:
Ax(Fx > —-Gx) — Vx(Fx A =Gx) bzw.
pPX—>-Y)=1 — p(XA=Y)>0

Da die Gesetze ,,alle = einige* und ,,alle— = einige—,, aber wesentlich fiir die Bedeutung
von alle und einige sind, muss man die oben genannte Interpretation von A/l-Sdtzen und Par-
tikuldir-Sdtzen als sehr problematisch einstufen, wie auch schon an friitherer Stelle aufgezeigt
wurde.

2-5-1-4 REPLIKATION UND AQUIVALENZ
Fiir die Replikation gilt im Wesentlichen das fiir die Implikation gesagte, daher soll hier auf
eine gesonderte Darstellung verzichtet werden.

Die wichtigsten quantoren-logischen Aquivalenzen sind die Umformungen von Relationen
mit dem A/l-Quantor in solche mit dem Partikuldr-Quantor. Allerdings kann man anstatt von
Aquivalenzen auch von Definitionen ausgehen, was aber logisch kaum einen Unterschied
macht, beide gelten notwendig, allerdings die einen formal, die anderen material.

Ich wihle hier die iibliche und die vereinfachte Darstellung, also p(Fx) und p(X):

e Alle < nicht einige nicht
A & -V~

pX)=1 < p(—=X)=0
p(Fx)=1 < p(=Fx)=0

e Alle nicht <> nicht einige
A & =V

pX)=0 < p(=X)=1
p(Fx)=0 < p(=Fx)=1

e Nicht alle < einige nicht
pX)<1 < p(—=X)>0
p(Fx) <1 < p(=Fx)>0

¢ Nicht alle nicht < einige
A~V

p(=X) <1 < p(X)>0
p(—Fx) <l < p(Fx)>0
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2-5-1-5 SYLLOGISMUS
Mit Syllogismus bezeichnet man traditionell eine Quantoren-Logik, die mit 3 Variablen (M, S
und P) operiert — und nicht mit 2, wie bisher dargestellt.

Der Syllogismus arbeitet auch mit den vier genannten Sitzen bzw. Relationen — bei ihm
hei3en sie Urteile. Er benennt sie mit den Buchstaben a, ¢, i, o:

a: z.B.:SaP: alleSsindP

e: z.B.:SeP alle S sind nicht P

i: z.B.:SiP  einige S sind P

0: z.B.:SoP einige S sind nicht P

Ein Syllogismus ist z. B.:

e syllogistisch: MaP A SaM = SaP
e quantoren-logisch: Ax(Fx - Gx) A Ax(Hx — Fx) = Ax(Hx —» Gx)
® quantitativ: p(Fx > Gx)=1A p(Hx > Fx)=1 = p(Hx > Gx)=1.

Ich analysiere im Folgenden einen Schluss mit syllogistischer Form, der nicht als giiltiger
Syllogismus gilt, doch bei Verwendung der (normalen) Implikation folgerichtig ist:

o syllogistisch: MiP A SaM —> SiP (kein strenger Schluss)
e quantoren-logisch: Vx(Fx — Gx) A Ax(Hx - Fx) = Vx(Hx — Gx)
e quantitativ: p(Fx > Gx)>0 A p(Hx »> Fx)=1 = p(Hx — Gx) > 0.

Schreiben wir vereinfacht fiir Fx: X, fiir Gx: Y, fiir Hx: Z.
Dann ergibt sich: V(X > Y)AA(Z > X) = V(Z->Y).

In quantifizierter Form lautet der Schluss:
PX—>Y)>0 A pZ—->X)=1 = p(Z >Y)>0

So ergeben sich folgende Formeln (vgl. zur Konstruktion der Formeln 1-3-1-5):

a,+a,+c +c,+d, +d,

1) pX—>Y)>0 >0
a+a,+b+b,+c,+c,+d +d,

) pZ—X)=1 a+a,+b +b,+c,+d, )
a+a,+b+b,+c +c,+d +d,

3) pZ—Y)>0 a,+a,+b,+c +c,+d, >0

a+a,+b+b,+c +c,+d +d,
Begriindung:
(1) Aus p(X > Y)=1ergibtsich: a; +a, +c; +c, +d;+d, >0
(2) Aus p(Z —> X) =1 ergibt sich: ¢; +d; =0
Aus (1) und (2) ergibt sich: a; +a; + ¢, +d, >0

Dies bedeutet fiir die Konklusion (3) p(Z = Y):
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Sie muss > 0 sein, denn sie enthilt im Zdhler alle oben aufgefiihrten 4 Elemente: a; + a, + ¢, +
d,, zusétzlich noch b, (¢; kann man streichen, weil es den Wert 0 hat). Also:

a+a,+b, +c,+d, -0

a+a,+b +b,+c +c,+d +d,
Wenn man im Nenner ¢; und d; streicht, weil beide den Wert 0 haben, ergibt sich:

a+a,+b, +c,+d,

>0
a+a,+b+b,+c,+d,

Es konnte dabei theoretisch sein, dass z. B. nur a; > 0 und alle anderen Parameter = 0 sind,
aber man kann aus den Formeln eben nicht die Werte fiir alle Variablen abzuleiten, sie blei-
ben diesbeziiglich unbestimmt.

Man beachte den Unterschied: Wenn gilt z. B. a + b = 4, kann natiirlich nur a = 4 oder nur
b =4 sein (bzw. eine andere Aufteilung vorliegen); wenna+b =0, ista=0 und b =0.

2-5-2 Positiv-Implikation

2-5-2-1 TAUTOLOGIE
Zum groflen Teil gelten die gleichen Schliisse wie bei der normalen Implikation.

Z. B.: der Modus ponens
Ax(Fx *— Gx) A Ax(Fx) *= Ax(Gx)
p(Fx *> Gx)=1 A p(Fx)=1 *= p(Gx)=1

a a+b a+c
=l A—m =1 *=>

= = — =1
a+b a+b+c+d at+b+c+d

Allerdings gibt es auch Unterschiede. So gilt bei der Positiv-Implikation das Gesetz:
Ax(Fx *— Gx) *= Vx(Fx «* Gx)
p(Fx *> Gx) =1 *= p(Fx «* Gx)>0
a a

=1 *=
a+b a+c

>0

Dies gilt nicht bei der Normal-Implikation, hier ist nur ein partieller Schluss moglich:
pFx > Gx)=1 —> p(Fx <« Gx)>0

a+c+d _1 . a+b+d

= > >0
a+b+c+d a+b+c+d
Aus dem ersten Bruch ergibt sich:a+c¢+d>0,b=0.
Es wire also moglich, dass a + d = 0 und nur ¢ > 0. In diesem Fall wiére der zweite Bruch,
wire p(Fx < Gx) = 0. Allerdings, wenn a + d > 0 und ¢ = 0, dann p(Fx < Gx) = 1.
Dennoch sind p(Fx — Gx) und p(Fx < Gx) nicht voneinander unabhéngig, vor allem kon-
nen sie nicht beide den Wert p = 0 haben.
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2-5-2-2 KONTRADIKTION

Wie in 2-1-2-2 ausgefiihrt wurde, gilt bei der Kontradiktion fiir die Positiv-Implikation ande-
res als flir die normale Implikation: sie ist nicht nur kontradiktorisch, wenn das Vorderglied
tautologisch und das Nachglied kontradiktorisch ist. Sondern iiberhaupt, wenn das Nachglied

die Negation des Vorderglieds bedeutet, also: Position *# Negation.

Dabei ist zu bedenken: Genauso wie gilt, eine Positiv-Implikation ist tautologisch, wenn
unter dem Zentral-Relator aufler + nur [J (undefiniert) steht, so gilt: Die Positiv-Implikation ist
kontradiktorisch, wenn unter dem Zentral-Relator auller — nur [J steht.

Beispiele fiir Kontradiktionen sind (in quantoren-logischer und quantitativer Form):

Ax(Fx *— Gx) *# —Ax(Fx *— Gx)
p(Fx *—> Gx)=1 *# p(Fx *—> Gx) <1

Vx(Fx *— Gx) *# —Vx(Fx *—> Gx)
p(Fx *> Gx)>0 *# p(Fx *> Gx)=0

Diese Kontradiktionen gelten auch, wenn als Teil-Relationen die normale Implikation fun-
giert, also z. B.:

Ax(Fx — Gx) *# —Ax(Fx > Gx)
p(Fx > Gx)=1 *# p(Fx > Gx)<1

2-5-2-3 SEMI-ANALYTISCH
Ein typischer semi-analytischer quantoren-logischer Schluss ist der von ,,einige” auf ,,alle®,
also z. B.: ,,Wenn einige Menschen Philosophen sind, dann sind alle Menschen Philosophen®.
Das ist zwar nicht kontradiktorisch, aber auch nicht streng folgerichtig.

Vx(Fx *— Gx) *—— Ax(Fx *—> Gx)

p(Fx *> Gx)>0 *—— pFx*> Gx)=1

a a . . )
>0 * > =1 b kann 0 sein, muss aber nicht 0 sein.

a+b a+b

Andere semi-analytische Schliisse sind:
Vx(Fx *— Gx) *—— —-Ax(Fx *—> Gx)
p(Fx *> Gx) >0 *—— p(Fx *> Gx) <1

Vx(Fx *— Gx) *—— Vx—(Fx *> Gx)
p(Fx *> Gx)>0 *—— p(Fx *> Gx) <1

Diese oben genannten semi-analytischen Schliisse sind iibrigens mit der normalen Implikati-
on ebenfalls semi-analytisch giiltig.

2-5-2-4 REPLIKATION UND AQUIVALENZ

Fiir die Positiv-Aquivalenz gelten quantoren-logisch iiberwiegend die Aquivalenzen der nor-
malen Aquivalenz, etwa die klassischen Umformungen der Quantoren, hier in ausfiihrlicher
Schreibweise mit Individuenvariable ,x’:
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Alle nicht einige nicht Ax(Fx *— Gx) & AVx—(Fx *— Gx)
p(Fx *> Gx) =1 < —=(p(Fx *—> Gx)) <1

Alle nicht nicht einige A—(Fx *— Gx) < - V(Fx *— Gx)
p(Fx *—> Gx) =0 < —=(p(Fx *> Gx)) >0

Nicht alle einige nicht —A( Fx *—> Gx) < V—(Fx *— Gx)
—(p(Fx *> Gx)=1 < pFx*> Gx)<1

Nicht alle einige —A-(Fx*> Gx) << V(Fx*- Gx)
Nicht —(p(Fx *-> Gx))=0 < p(Fx *> Gx)>0

In der Hauptversion der Positiv-Implikation (Existenz-Ansatz) gilt:
X*>Y) ©-(X*>Y)

Umgesetzt in Quantoren-Logik:
Ax(Fx *-> Gx) < —Vx(Fx *—> —(Gx)

Umgesetzt in quantitative Logik:
p(Fx *-> Gx)=1 < —(p(Fx *> —=Gx) >0

Zur Erléuterung:

¢ 1o b =0 Danngiltauch:ile)—'(
a+b a+b a+b a+b

Wenn man dies beriicksichtigt, kann man die obigen Aquivalenzen auch anders formulieren.
Die Positiv-Replikation <—* weist keine Besonderheiten auf, weshalb hier nicht gesondert
auf sie einzugehen ist.

Es gilt:

>0)

2-5-2-5 IMPLIKATION UND POSITIV-IMPLIKATION
Folgende Beziehungen bestehen zwischen Implikation und Positiv-Implikation (ich verwende
dabei als Zentral-Relator die normale Implikation, weil ndmlich hier die Kontraposition gilt.)

Ax(Fx *—> Gx) = Ax(Fx — Gx)
Kontraposition: —mAx(Fx - Gx) = —Ax(Fx *— Gx)
Man kann allerdings vertreten, dass sogar die Aquivalenz gilt:
—-Ax(Fx = Gx) < —Ax(Fx *— Gx)
Hier kann man auf die quantitative Darstellung verzichten, denn sie wurde bereits bei der
Quantifizierung der Aussagen-Logik dargestellt.

Vx(Fx *— Gx) = Vx(Fx — Gx)
p(Fx *> Gx)>0 = p(Fx > Gx)>0

a+c+d
>0 =>——— >0
a+b a+b+c+d

Kontraposition:
—Vx(Fx - Gx) = —Vx(Fx *—> Gx)
p(Fx > Gx)=0 = p(Fx *—> Gx)=0
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a+c+d a
—_— =0 = =0
at+b+c+d a+b

2-5-3 Systematik

Ich komme zuriick auf die 5 Modelle quantoren-logischer Relationen, die bereits mehrfach,
zuletzt in 2-2-3 vorgestellt wurden. Es ist hier zu priifen, inwieweit die anerkannten Gesetz-
maBigkeiten des logischen Quadrats gelten. Ich verwende hier zur besseren Vergleichbarkeit
die Form mit /ndividuenvariable, z. B. p(Fx — Gx) = 1 und nicht die vereinfachte Form wie
p(X' = Y) = 1. Zunichst sei noch einmal das logische Quadrat dargestellt.

++

alle alle—
p=1 p=0
U >< U
einige v einige—
p>0 p<l1
2-5-3-1 MODELL 1: IMPLIKATION
p(Fx - Gx) =1 T p(Fx > Gx)=0
U < U
p(Fx - Gx)>0 R p(Fx »> Gx) <1

Bei diesem Modell gelten alle analytischen Relationen des logischen Quadrats. Denn in der
Klammer steht immer derselbe Ausdruck (Fx — Gx). Nur die Quantitdt ist unterschiedlich,
und genau zwischen diesen unterschiedlichen Quantititen gelten eben die Beziehungen des
logischen Quadrats.

2-5-3-2 MODELL 2: IMPLIKATION UND NEGATIVE IMPLIKATION

p(Fx - Gx)=1 p(Fx > —-Gx) =1

p(Fx - Gx)>0 A p(Fx - —-Gx)>0
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Wie man sieht, weichen bei diesem Modell mehrere Beziehungen vom logischen Quadrat ab.
So besteht in der Diagonalen keine Kontravalenz ("><"), sondern nur die Disjunktion ("v"); es
besteht also kein kontradiktorischer, sondern nur ein subkontrdirer Gegensatz.

Und wenn es auch erstaunen mag, zwischen p(Fx — Gx) = 1 und p(Fx — —Gx) = 1 besteht
gar keine tautologische Beziehung (wenn man einmal von dem fragwiirdigen Tautologator
absieht). In der Wahrheitstafel kommen ndmlich simtliche Kombinationen vor, also + +, + —,
— 4, — —. (vgl. 2-2-3-2). Wenn V' gelten sollte, dann diirfte die Kombination — — nicht vor-
kommen usw. Es ist somit nur eine semi-analytische Beziechung moglich, z. B. mit v, also
[p(Fx = Gx) = 1] 'V [p(Fx = —Gx) = 1]. In das logische Quadrat werden aber nur tautolo-
gische Beziehungen eingetragen, daher bleibt der Platz leer.

Nun konnte man versucht sein, folgenden Einwand zu formulieren:
In der Aussagen-Logik gilt wie friiher erldutert:
X->Y)'V X—>-Y)
D. h. laut Definition der Disjunktion , dass folgende Konjunktion ausgeschlossen ist:
—|(X —> Y) A —|(X 4 —|Y) (— + — —) A —|(+ - — —)
Und in der Tat ist das eine Kontradiktion. Das zeigt sich noch deutlicher in den Formeln:

a+c+d . _ _ a+b+d

————=0 A ——— =0 Dasistausgeschlossen, weila+b+c+d>0.
a+b+c+d a+b+c+d

Nun konnte man fragen, gilt nicht entsprechend:

pFx > Gx)=1 "v' p(Fx > -Gx)=1 ?
Dazu passt, dass auch eine Kontradiktion besteht zwischen

p(Fx > Gx)=0 A" p(Fx - —=Gx)=0.

Aber hier muss eben berticksichtigt werden, dass in der quantitativen Quantoren-Logik gilt:
—(p=1) < p<1. Anstatt 0 ist also < | einzusetzen.
So erhilt man eine andere Relation, ndmlich:

p(Fx - Gx) <1 v~ p(Fx - —Gx) < 1.
Und wie man leicht erkennen kann: Es gibt keine Kontradiktion zwischen

a+c+d a+b+d
— <1 und —<1
at+b+c+d at+b+c+d

2-5-3-3 MODELL 3: KONJUNKTION UND NEGATIVE KONJUNKTION

p(Fx A Gx) =1 T p(Fx A =Gx) =1
U T U
p(Fx A Gx)>0 p(Fx A =Gx) >0

Hier stimmen 3 analytische Relationen mit dem logischen Quadrat iiberein, d. h. aber auch 3
nicht. Zwischen p(Fx A Gx) > 0 und p(Fx A—Gx) > 0 lésst sich wieder keinerlei tautologische
Relation angeben.
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2-5-3-4 MODELL 4: (NEG.) IMPLIKATION UND (NEG.) KONJUNKTION
Das ist wie gesagt das verbreitetste Modell, welches z. B. in der Wissenschaftstheorie {iber-
wiegend zu finden ist, so auch bei Karl Popper.

p(Fx > Gx) =1 p(Fx > —-Gx)=1

><

p(Fx A Gx) >0 p(Fx A =Gx) >0

Bei diesem, allgemein akzeptierten Modell stimmen nur die 2 Diagonal-Beziehungen mit dem
logischen Quadrat tiberein, also:

p(Fx > Gx)=1 ><" p(Fx A =Gx)>0

p(Fx - —Gx)=1 ><" p(Fx A Gx)>0
Und fiir die anderen Relationen lédsst sich sogar gar keine tautologische Verbindung angeben.
Es ist erstaunlich, dass der Diskrepanz zum logischen Quadrat nicht mehr Aufmerksamkeit
geschenkt wird. Es stellt die Berechtigung dieser quantoren-logischen Formalisierung (natiir-
lich auch in der urspriinglichen, nicht quantifizierten Form) doch sehr in Frage.
Zum Beweis der Kontravalenzen vgl.: 2-2-3-4.

2-5-3-5 MODELL 5: POSITIV-IMPLIKATION

p(Fx *— Gx) =1 N p(Fx *— Gx) =0
U <t U
p(Fx *— Gx) >0 A Fx *— Gx) < 1
p

Dieses Modell erfiillt alle Bedingungen des logischen Quadrats. Das gilt sonst allein noch fiir
das Modell 1, welches sich nur durch Verwendung der Normal-Implikation unterscheidet.
Wie ich aber frither gezeigt habe, fiihrt die normale Implikation zu verschiedenen Problemen.
So spricht sehr vieles fiir dieses Modell mit der Positiv-Implikation, ihr einziger Nachteil ist,
dass sie nicht alle logischen Welten abdeckt.

2-5-4 Inklusiv / Exklusiv

2-5-4-1 EXKLUSIVES LOGISCHES QUADRAT

Das iibliche, damit inklusive logische Quadrat wurde bereits ausfiihrlich dargestellt, daher
jetzt zur exklusiven Variante. Bei der exklusiven Logik schlie8t das ,.einige* im Sinne von
»genau einige* das ,alle” aus. Fiir ,,genau einige* schreibe ich wie gesagt ,3’. Man kann 3
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den exklusiven Partikuldr-Quantor nennen. Das umgekehrte 3 steht bei mir aber nicht (wie
bei anderen) fiir ,,Existenz®, sondern fiir ,,exklusiv*.

Es sei daran erinnert, dass sich die exklusive Quantoren-Logik nur in der Definition des ,,ei-
nige* unterscheidet, nicht in der Definition von ,,alle®.

alle r alle—
p=1 p=0
+ | + + ‘ + + ‘ +
genau & genau
einige einige—
0<p<l 0<p<l

In der allgemeinen quantitativen Form zeigt sich so zunéchst kein Unterschied zwischen ,,ge-
nau einige* und ,,genau einige nicht*. Um den Unterschied herauszustellen, kann man mittels
Individuen- und Pridikatzeichen formulieren:

Ix(Fx) bedeutet 0 <p(Fx)<1. Ix—(Fx) bedeutet 0 <p(—Fx)<1.

2-5-4-2 EINFACHE RELATIONEN

pEO=1 | p(Fx) =0
+‘+ +|+ +|+
0 <p(Fx)<1 =N 0 < p(—Fx) <1

2-5-4-3 EXKLUSIVE GESETZE
Hier ergeben sich andere Beziehungen als bei der inklusiven Quantoren-Logik.

Aquivalenzen:
1 <& J- also (mit Individuen-Variablen) 3x(Fx) < Ix—(Fx)
0<p(Fx)<1 < 0<p(=Fx)<1

Ich beschrinke mich in der quantitativen Darstellung auf die Relationen mit Fx (und lasse die
mit —Fx) beiseite.

Ix(Fx) < [-Ax (Fx) A =Ax—(Fx)] < [Vx—(Fx) A Vx(Fx)]
[0<pFx)<1] & [p(Fx)<1Ap(Fx)>0]

—3x(Fx) < [Ax(Fx) v Ax—(Fx)] < [-Vx—(Fx) v = Vx(Fx)]
—[0<p(Fx)<1] < [p(Fx)=1 v p(Fx)=0]
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Folgen:
Ix(Fx) = —Ax(Fx)
[0 <p(Fx) <1] = [=(p(Fx)=1]
[0 <p(Fx) <1] = [p(Fx)<I]

Ix(Fx) = —Vx—(Fx)
[0 <p(Fx) < 1] = [=(p(Fx)=0]
[0 <p(Fx) <1] = [p(Fx)>0]

2-5-4-4 INKLUSIVES UND EXKLUSIVES QUADRAT
Fasst man das inklusive ,,einige* und das exklusive ,einige” in einem logischen Quadrat zu-
sammen, ergibt sich:

genau = genau
einige einige—
0<p(Fx)<1 0<p(—=Fx)<1
U U U
.. + + ..
einige v einige—
p(Fx)>0 p(Fx) <1

Ubersetzt man das obige Quadrat in logische Formeln, ergibt sich:

Quantoren-Logik: Quantitative Quantoren-Logik:
Ix(Fx) < Ix—(Fx) 0<p(Fx)<1 & O0<p(—Fx)<lI
Ix(Fx) = Vx(Fx) 0<p(Fx)<1 = pFx)>0
Ix(Fx) = Vx—(Fx) 0<p(Fx)<1 = p(=Fx)>0
Ix—(Fx) = Vx(Fx) 0<p(=Fx)<1 = pFx)>0
Ix—(Fx) = Vx—(Fx) 0<p(=Fx)<1 = p(—=Fx)>0

(die unterste Zeile des Quadrats lasse ich weg, sie betrifft nur das inklusive ,,einige®)

Weitere Aquivalenzen unter Einbeziehung von p(—F) sind:
Ix(Fx) < Vx(Fx) A Vx—(Fx)
0<p(Fx)<1 < pFx)>0 A p(—=Fx)>0

—3x(Fx) & —[Vx(Fx) A Vx—(Fx)] < —Vx(Fx) v -Vx—(Fx
—[0<p(Fx)<1] < —[p(Fx)>0 A p(—=Fx)>0]< [—(p(Fx)>0) v —(p(—=Fx)>0)]
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2-4-5-5 GESAMT-UBERSICHT

Inklusive und exklusive Quantoren-Logik:

—genau = —genau
einige einige—
i i
—einige— < alle N alle—
U U >< U
einige < | —alle— A —alle
l i
genau = genau
einige einige—
Quantitative Quantoren-Logik:
—(0<p<1) S —-(0<p<1)
i i
p—<1 & p=1 N p=0
y y > U
p=20 < p>0 A p<l
N N
0<p<l = 0<p<l

Es gelten hier folgende Definitionen:
p=lep—-<l,p=0<<p—->0, p<lep#l, p>0=p=0

< —einige

< elnige—

= p—|>0

& p=l
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2-5-5 Erweiterungen

2-5-5-1 SECHS-WERTIGE LOGIK
Die 6-wertige Logik wurde — in ihrer synthetischen Form — in 2-1-5-1 vorgestellt. Hier geht es
jetzt um die analytischen Beziehungen.
Die 6-wertige Logik umfasst folgende Stufen bzw. Gegensitze:
alle — alle nicht / die meisten — die meisten nicht / einige — einige nicht.
Ich mochte hier nur kurz auf die wichtigsten quantitativen analytischen Relationen eingehen.

e Es gilt bei inklusiver Interpretation:
alle = die meisten = einige
p=1=p>05 =p>0

alle— = die meisten— = einige—
p=0= p<05 = p<I

Bei inklusiver Interpretation gilt also: mindestens einige (vielleicht die meisten, vielleicht
alle), mindestens die meisten (vielleicht alle).

e Bei exklusiver Interpretation heiflt es dagegen: genau einige, genau die meisten. So gilt:
genau einige <> genau einige nicht. Dem entspricht nur ein Wert(intervall): 0 <p < 1.
Bei ,,genau die meisten® sieht es aber anders aus: denn ,,genau die meisten* hat einen anderen
Wert als ,,genau die meisten nicht = genau die wenigsten®.
So ergeben sich insgesamt 5 Unterscheidungen, man kommt also zu einer 5-wertigen Logik:

alle p=1
genau die meisten 0,5<p<l
genau einige (nicht) 0<p<l
genau die wenigsten 0<p<0,5
alle nicht p=0

Wenn man verhindern will, dass sich ,,genau die meisten (nicht)* und ,,genau einige (nicht)*
iberschneiden, miisste man ,,genau einige (nicht)“ einschréanken auf p = 0,5.
AuBer zwischen den dquivalenten Ausdriicken herrscht iiberall der kontrdre Gegensatz, also
@'Y bzw. ® = V. Z. B. gilt fiir ,,alle*:
alle = — genau die meisten A — genau einige
A — genau die wenigsten A — (genau) alle nicht

P=1=-05<p<DHA =(0<p<DHA=(0<p<0,5) A—=(p=0)

2-5-5-2 DIMENSIONEN
Verschiedene Dimensionen wie Raum und Zeit konnen entsprechend strukturiert werden:
e Raum
In der 4-wertigen (inklusiven) Raum-Logik gilt:
iiberall = mancherorts
A(Raum) = V(Raum)
p(Raum) =1 = p(Raum) >0

In der 6-wertigen Raum-Logik gilt:
iiberall = meistenorts = mancherorts



Ben-Alexander Bohnke - Integrale Logik Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN 463

p(Raum) =1 = p(Raum)>0,5 = p(Raum)>0

o Zeit

In der 4-wertigen (inklusiven) Zeit-Logik gilt:
immer = manchmal
A(Zeit) = V(Zeit)
p(Zeit) =1 = p(Zeit) >0

In der 6-wertigen Zeit-Logik gilt:
immer = meistens = manchmal
p(Zeit) =1 = p(Zeit) > 0,5 = p(Zeit) >0

2-5-5-3 INKLUSIVE MODAL-LOGIK

Ich flihre hier einen quantitativen Modal-Operator (Mod) ein, der Werte zwischen 1 und 0
annehmen kann. Man schreibt p(Modal) oder kurz p(Mod). Er gibt gewissermallen den Grad
der Notwendigkeit oder auch den Grad der Unmdglichkeit an. Im (liber)nichsten Kapitel wird
das noch genauer erldutert werden.

Somit gilt in der 4-wertigen Logik, entsprechend dem logischen Quadrat der Quantoren-
Logik:

notwendig N notwendig—
p(Mod) =1 p(Mod) =0
U >< U
moglich v moglich—
p(Mod) >0 p(Mod) <1

Z.B.:p(Mod:®)=1 ><" p(Mod:®) < 1

Entsprechend der Quantoren-Logik gelten folgende Aquivalenzen in der Modal-Logik:

Notwendig < —Moglich—
Notwendig— <  —Moglich
—Notwendig <  Maoglich—
—Notwendig— < Maoglich

Quantitativ stellen sich diese polaren Aquivalenzen nicht dar, weil die Gegenbegriffe Not-
wendig und Mdoglich ja durch einen einheitlichen Begriff p(Modal) iiberschritten werden.
Man kann nur durch Einfiihrung von Negation diese Gegensitze wieder darstellen:

z. B..p(Mod:®) =1 < p(Mod:—®) =0

In einer 6-wertigen Logik ergibt sich:
notwendig = wahrscheinlich = mdglich
p(Modal)=1 = p(Modal) > 0,5 = p(Modal)>0
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—moglich = —wahrscheinlich = —notwendig
unmdglich = unwahrscheinlich = unnotwendig
p(Modal) =0 = p(Modal) <0,5 = p(Modal) <1

2-5-5-4 EXKLUSIVE MODAL-LOGIK
Auch hier lassen sich die Beziehungen am besten im logischen Quadrat darstellen:
N = Notwendig, M = Mdoglich. Mit p(Modal) ergibt sich:

N N N—
p(Mod) =1 p(Mod) =0
+ ‘ + + | + + ‘ +
genau M = genau M—
0<p(Mod) <1 0<p(Mod) <1

Im Verhaltnis zur inklusiven Modal-Logik gilt:
Genau moglich < mdglich und moglich nicht
M’ < M A M-
[0 <p(Mod) < 1] < [p(Mod) >0 A p(Mod) <1]

Besonders interessant ist: ,,genau mdglich® bzw. die Konjunktion von ,,moglich* und ,,mdg-
lich nicht* ist die beste und priziseste Definition von ,kontingent, und Kontingenz spielt
eine grofle Rolle in der Philosophie:

kontingent <> mdglich A moglich— < p(Mod) > 0 A p(Mod) < 1

2-5-5-5 INTENSIONALE LOGIK
Die intensionale Quantoren-Logik wendet (wie in 1-2-5-5 beschrieben) die Quantoren nicht —
extensional — auf /ndividuen an (alle x ...), sondern — intensional — auf FEigenschaften bzw.
Grofeneinheiten (alle Einheiten ...).
Z. B.: ,,Wenn Sokrates alle Weisheits-Einheiten besitzt (vollstindig weise ist), dann besitzt
er auch — mindestens — einige Weisheits-Einheiten (ist auch mindestens partiell weise)®.
Im Folgenden werden nur ausgewdihlte analytische Relationen dargestellt, weitere sind di-
rekt aus der extensionalen Quantoren-Logik abzuleiten.
Um auszudriicken, dass ein Individuum x; vollstindig klug ist, mag man schreiben: ,,voll-
standig(klug(xi))*“. Bzw. ,,A(klug(x;))*.
Auch hier kann man quantifizieren. Man darf aber z. B. nicht schreiben: p(klug) = 1, denn
das hieB3e: alle Objekte sind klug.
Man schreibe p(intensional: klug) = 1 oder kurz p(int: klug) = 1, fiir: der Grad der Klugheit
betrdgt 1. Will man noch ein Individuum x; angeben, so schreibe man: p(int: klug(x;) = 1.
Noch einmal zur Ubersicht:
Pradikaten-logisch: vollstindig(klug(x;))
Quantoren-logisch: A(klug(x;))
Quantitativ: p(int: klug(x;) = 1
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e Herkdmmliche inklusive 4-wertige Quantoren-Logik:
Aquivalenzen, z. B.:
Vollstindig < —partiell—
vollstandig(klug(x;)) < —partiell-(klug(x;))
A(klug(xi)) & —V(—=klug(x;))
p(int: klug(x;)) = 1 < p(int:—klug(x;)) <1

Folgen:
Vollstindig = partiell bzw. vollstindig— = partiell-
p(int) =1 = p(int) >0 bzw. p(int) =0 = p(int) <1

e Erweiterte inklusive 6-wertige Quantoren-Logik
Vollstindig = tlberwiegend = partiell

p(int) =1 = p(int) > 0,5 = p(int) >0

Vollstindig— = tiberwiegend— = partiell—
p(int) =0 = p(int) <0,5 = p(int) <1

¢ Finfache exklusive 3-wertige Logik

Genau partiell < genau partiell— (somit zéhlt das nur als eine GroBe, neben vollstindig und

vollstindig nicht)

Beispiel: ,,Wenn Peter partiell klug ist, dann ist er auch partiell nicht klug — und umge-

kehrt™.
Genau partiell < partiell A partiell
0<p(int) <1 < p(int)>0 A p(int) <1

e Erweiterte exklusive 5-wertige Logik

Hier geht es um die Beziehungen zwischen: vollstindig — genau iiberdurchschnittlich — genau

partiell (nicht) — genau unterdurchschnittlich — vollstdndig nicht.

Die quantitativen Auspragungen entsprechen den oben genannten. Zwischen allen diesen

Eigenschaftsauspragungen besteht der kontrdire Gegensatz
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EXKURS: VERSCHIEDENE WAHRHEITSTAFELN

1. Aussagen-logische synthetische Wahrheitstafel
2. Aussagen-logische analytische Wahrheitstafel
3. Quantoren-logische analytische Wahrheitstafel

Der Exkurs behandelt die Wahrheitstafel. Diese wurde schon mehrfach thematisiert, genau in
jedem Punkt 1-1 bis 1-5 bzw. 2-1 bis 2-5, vor allem in 2-1-0-4 und 2-1-0-5. Jetzt sollen die
Aussagen liber die Wahrheitstafel aber erweitert und differenziert werden.

Die folgenden Ausfiihrungen sind recht detailliert und speziell, vor allem fiir Experten ge-
dacht. Andere Leser konnen sie ggf. liberspringen oder selektiv lesen. Man mag fragen, ob es
notwendig ist, flir ein scheinbar eher einfaches Thema wie die ,,Wahrheitstafel” so ausfiihrli-
che und differenzierte Ausfiilhrungen zu machen. Aber es wird sich zeigen, dass die Wahr-
heitstafel bzw. ihre viele verschiedenen Varianten ein duBerst anspruchsvolles Sujet sind. Und
da andererseits die Wahrheitstafel m. E. zu den Essentials der Logik gehdrt, lohnt sich der
Aufwand doch. Auch in spiteren Kapiteln wird die Thematik der Wahrheitstafel immer wie-
der aufgegriffen werden. Die im Exkurs gemachten Ausfiithrungen stellen sogar nur eine
Auswabhl dar, urspriinglich wurden hier noch weitere Analysen vorgenommen, die ich aber
zugunsten einer Beschrinkung des Umfangs wieder herausgenommen habe.

Man kann wie erldutert unterscheiden zwischen Wahrheitstafeln fir synthetische und analy-
tische Relationen (kurz synthetische bzw. analytische Wahrheitstafel). Ich behandele hier erst
die synthetische Wahrheitstafel, doch bendtigt man fiir deren Deutung bereits analytische Re-
lationen.

Wihrend die aussagen-logische Wahrheitstafel systematisch dargestellt wird, werden bei
der quantoren-logischen und quantitativen Wahrheitstafel nur ausgesuchte Themen behandelt.
Dabei ergeben sich teilweise Wiederholungen mit fritheren Darstellungen, was aber ange-
sichts der Kompliziertheit der Thematik durchaus erwiinscht ist.

1. AUSSAGEN-LOGISCHE SYNTHETISCHE WAHRHEITSTAFEL

1.1 NORMALE WAHRHEITSTAFEL
Ein Beispiel fiir die normale Wahrheitstafel einer synthetischen Relation (Implikation) ist:

X—->Y
+ + +

+ — —
-+ +
— 4+

Auch wenn in der Wabhrheitstafel Moglichkeiten fiir Wahrheit (+) und Falschheit (—) der
Relation X — Y angegeben werden, so enthdlt X — Y doch eine Wahrheits- bzw. Giiltigkeits-
Behauptung. Diese ist eben nur implizit bzw. unmarkiert.

Dagegen wird die Behauptung ,,’X — Y ist ungiiltig® durch die Negation gekennzeichnet,
also explizit und markiert: (X — Y).

»X — Y* kann man somit auch umgekehrt formulieren als: ,,’X — Y ist giiltig*.
Von daher kann man auch sagen, der Satz ,X — Y’ macht die Aussage X — Y. Ansonsten
wiirde es nahe liegen, nur zu sagen: wie ein Wort eine Sache o. 4. bezeichnet, so bezeichnet
ein Satz einen Sachverhalt. Aber da der Satz eben dariiber hinaus ausdriickt, dass der Sach-
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verhalt besteht (oder nicht), macht er eine Aussage. Allerdings kann man auch eine Wort-
Bezeichnung so begreifen, dass sie bereits implizit eine Aussage iiber Existenz/Nicht-Existenz
beinhaltet, denn man kann nur etwas bezeichnen, das irgendwie existent ist (vgl. 0-4-4).

Die (normale) Wahrheitstafel enthdlt verschiedene Deutungsmaoglichkeiten bzw. Schluss-
moglichkeiten. Ich verdeutliche das anhand der Wahrheitstafel der beiden synthetischen Rela-
tion X > Yund - X - Y.

Die wichtigsten Deutungen sind die konjunktive und die implikative Deutung. Die konjunk-
tive Deutung ist die zentrale, die normale Wahrheitstafel enthilt implizit bereits die konjunk-
tive Deutung. Die implikative Deutung ist bei Implikationen bzw. Schliissen zusétzlich heran-
zuziehen, in der quantitativen Logik ist sie besonders wichtig.

1.2 KONJUNKTIVE (DEUTUNG DER) WAHRHEITSTAFEL

Bei der konjunktiven Deutung wird aus der Konjunktion der beiden Einzel-Komponenten X,Y
auf die Gesamt-Relation, z. B. X — Y geschlossen; dabei stehen die Konjunktionen von X
und Y fiir die (vier) moglichen Welten: X A Y, X A=Y, =X A Y, =X A Y.

1.2.1 Analysevon X > Y
Die konjunktive Deutung oder Interpretation verdeutlicht folgende Form der Wahrheitstafel:

XY |X>Y
1. + + +
2. + - -
3. - + +
4. - - +

Noch deutlicher wird die konjunktive Deutung in der folgenden Darstellung, die man daher
auch ,(vollstindige) konjunktive Wahrheitstafel’ nennen kann (vgl. 1-1-0-3).

XAY = X->Y
1. + 4+ + + ++ 4+
2. +—-= 4+ + - -
3. -—+ + -+ +
4. -+ -+ -

Wir konnen die Zeilen der Wahrheitstafel als Relationen schreiben.
Nun miissen wir hierfiir eine Unterscheidung einfiihren, die uns noch viel beschéftigen wird:
e Relations-Modell e Variablen-Modell ¢ Kombinations-Modell

e Relations-Modell

Beim Relations-Modell werden, fiir die Umwandlung der Zeilen in Relationen, nur die Werte
(+ oder —) unter den Relatoren (hier A, =, —>) beriicksichtigt. Die folgende verkiirzte Varian-
te der Wahrheitstafel verdeutlicht dieses Modell, sie enthilt nur die Relations-Werte.

XAY = XY

1. + + +
2. - + —
3. -+ +
4, - + +
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Dieses Modell entspricht der Deutung in der Wahrheitstafel. Letztlich kommt es in der Wahr-
heitstafel nur auf die Wahrheitswerte der Relationen an. So zdhlt z. B. bei X A Y nur der Ge-
samtwert der Konjunktion (+ oder —), egal ob das — unter dem A durch X A =Y, =X A Y oder
—X A =Y bedingt ist.

Die Relations-Werte werden in der obigen Wahrheitstafel klar herausgestellt. Man sieht z.
B. in der 3. Zeile auf den ersten Blick: Wenn die Konjunktion (Pramisse) X A Y ungiiltig (-)
ist, dafiir die Implikation (Konklusion) X — Y giiltig (+) ist, dann ist die Gesamtrelation giil-
tig (+), gemaf der Definition der Implikation, wonach gilt:

-=+.

Die Frage ist, wie man im Relations-Modell die Zeilen der Wahrheitstafel als Relationen
schreibt. Generell wird ein — (Minus-Zeichen) aus der Wahrheitstafel bei der Relation in den
Negator — {ibersetzt. Folgendende Darstellung bietet sich konkret an:

XAY = X->Y

1. + o+ + XAY = X->Y +——== = +—-++
2. -+ - —(XAY) — (X—>Y) —+++ —> —+—-
3. -+ + —(XAY) — XY —+++ —> + —++
4. -+ + —(XAY) — XY —+++ —> + —++

Wie man sieht, sind hier von 4 Relationen 3 keine strengen Schliisse (=), sondern nur semi-
analytische Schliisse (—). Das ist unerwiinscht, denn hier soll ja eindeutig festgelegt wer-
den, in welchen Welten X — Y giiltig ist und in welchen ungiiltig, dafiir benotigen wir aber
strenge Schliisse, der Art: Wenn die Welt X A Y realisiert ist, dann ist X — Y giiltig.

Nun kénnte man einwenden: Es kommt nicht auf den gesamten Wahrheitsverlauf einer Re-
lation an, sondern nur auf die zentrale Zeile. Das sei an einem Beispiel erldutert, fiir die Rela-
tion der 3. Zeile (gleich der 4. Zeile). Die Wahrheitstafel fiir diese Relation lautet:

—-(XAY) — X>Y

l. -+ + +
2. + - - -
3. + - + +
4. + - + +

Wir schlieBen bei diesem Schluss von der Primisse —(X — Y) auf die Konklusion X — Y.
Entscheidend sind daher die (identischen) Zeilen 3 und 4. Denn das — in —(X — Y) muss ein
+ unter sich haben, die Negation muss bejaht sein. In diesen Fillen soll X — Y giiltig sein
(ein + aufweisen), und das ist auch gegeben. Dem entspricht ein + unter dem Haupt-Relator
—>. Nur in der 2. Zeile ist die Gesamt-Relation ungiiltig (ein — unter dem ——). Aber hier
wird eben auch von —(X — Y) auf ein negiertes X — Y geschlossen, und es scheint plausi-
bel, dass dann die Gesamt-Relation ungiiltig ist.

Es stellt sich also die Frage: Muss eine Relation, die einer Zeile der Wahrheitstafel entspricht,
iiberhaupt ein strenger Schluss sein? Reicht nicht ein semi-analytischer Schluss aus, der aber
in seinen zentralen Zeilen giiltig ist? Eine endgiiltige Kldrung steht hier noch aus, aber nach
meiner heutigen Auffassung diirfen wir bei der konjunktiven Deutung einer Relation nicht auf
die Forderung verzichten: alle Relationen, die den Zeilen der Wahrheitstafeln entsprechen,
miissen strenge Schliisse, Tautologien sein (wir werden sehen, dass dies bei der implikativen
Deutung anders ist). Das fiithrt uns zum Variablen-Modell.
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¢ Variablen-Modell
Das Variablen-Modell zeigt fiir die konjunktive Deutung von X — Y folgende (verkiirzte)
Wahrheitstafel mit folgenden Relationen:

XAY == X->Y

l. + + 4+ + 4+ XAY = X->Y +——= = +-++
2. + - 4+ + - XA=Y = X->-4Y -+ —-= = —+++
3. -+ + = + XAY = X->Y ——+- = +++-
4. - - 4+ - = —XA=Y = X252 ———+ = ++-+

Hier werden jetzt bei X A Y die Wahrheitswerte der Variablen X und Y genannt, aber nicht

die der Konjunktion A. Das hat folgenden Grund: Um die einzelnen Zeilen der Wahrheitstafel
als Relationen zu schreiben, gelten hier nur die Einzel-Werte von X und Y als relevant, nicht
der Gesamt-Wert der Konjunktion X A Y. Entsprechend verfdhrt man bei X — Y.

Ein Vorteil ist, dass bei diesem Modell alle Relationen echte Schliisse, also Tautologien
sind. Ein Problem ist aber: Wir wollen die Wahrheitsbedingungen von X — Y angeben, in
Abhingigkeit von X und von Y. Wir wollen aber gar nicht Aussagen machen liber X - =Y,
—X = Y und —-X — Y, denn das sind ganz andere Relationen. Aus diesem Grund lehnen
wir auch das Variablen-Modell ab, und das fiihrt uns zum kombinierten Modell.

e kombiniertes Modell
Hier ergeben sich folgende Wahrheitstafel bzw. folgende Relationen fiir eine konjunktive
Deutung von X — Y:

XAY == X->Y

l. +  + 4+ + XAY = XY == = +-++
2. + - 4+ - XA=Y = X->Y) —+-—- = —+-—-
3. -+ + + —XAY = X->Y ——+- = +-++
4. - - + + —XA=Y = XY ———+ = +-++

Zur Erlduterung der Umsetzung von der Wahrheitstafel in die Relation als Beispiel die 2. Zei-
le (iibrigens gilt in der 2. Zeile sogar <):

XAY = XY entspricht:

+ - — + - XAAY = —|(X—)Y)

Es wird also aus den Konjunktionen X A Y, X A =Y, =X A Y und =X A =Y auf die Gesamt-
Relation X — Y geschlossen, entsprechend der obigen Wahrheitstafel. Und zwar handelt es
sich um strenge Schliisse (=), damit um Tautologien.

X A'Y wird hier also gemdll dem Variablen-Modell behandelt, X — Y gemill dem Relati-
ons-Modell. Das mag unsystematisch wirken, aber die Vorteile sprechen dennoch fiir das
Kombinations-Modell.

Es wiren allerdings auch noch andere Formen eines Kombinations-Modells denkbar, vor
allem eine vollstindige Kombination: Hier werden in der gleichen Relation sowohl die Vari-
ablen-Werte und der Relations-Wert berticksichtigt. Kehren wir noch einmal zuriick zum Bei-
spiel der 2. Zeile. Die Primisse wird dort folgendermafen iibersetzt (die Konklusion lassen
wir erst einmal beiseite):

XAY entspricht:
+ —— —|(X A —|Y)
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Nun muss man sich jedoch klarmachen: Die Negation von X A Y, also —(X A Y) kann stehen
fiir X A =Y, =X A Y oder =X A —Y, es ist gewissermallen eine Zusammenfassung dieser
Relationen. Formal: «(X A Y) < (X A=Y) V(=X AY) v (=X A =Y). Wenn man nun z. B.
X A =Y zusdtzlich verneint und als —(X A —Y) schreibt, dann ist es unzuléssigerweise dop-
pelt negiert. Man schreibt eben entweder —(X A Y) oder X A =Y (u. 4.). AuBlerdem zeigt sich:
Wenn man —(X A —Y) als Pramisse einsetzt, dann erhdlt man in keinem Fall einen echten
Schluss, egal wie man die Implikations-Konklusion formuliert, als X - —X, als —(X — —Y)
oder als (X — Y). Daher verwerfe ich auch diese Losung.

Kehren wir zuriick zu dem urspriinglichen, bevorzugten Kombinations-Modell.
Sprachlich kann man seine Zeilen folgendermaflen fassen:
1. Zeile: wenn X giiltig (+) ist und Y giiltig (+) ist, dann ist X — Y giiltig (+).
2. Zeile: wenn X giiltig (+) ist und Y ungiiltig (-) ist, dann ist X — Y ungiiltig (-).
3. Zeile: wenn X ungiiltig (—) ist und Y giiltig (+) ist, dann ist X — Y giiltig (+).
4. Zeile: wenn X ungiiltig (—) ist und Y ungiiltig (-) ist, dann ist X — Y giiltig (+).

Allerdings macht die Konjunktion — als symmetrische Relation — nicht deutlich, dass die Rei-
henfolge von X und Y wesentlich ist. Dies kann man verdeutlichen, wenn man einsetzt: X =
Vorder-Satz, Y = Nach-Satz, X — Y = Gesamt-Satz, also meta-sprachlich, in Bezug auf Sdtze
formuliert. Dann ergibt sich:
1. Zeile: wenn der Vorder-Satz giiltig (+) ist und der Nachsatz giiltig (+) ist,

dann ist der Gesamt-Satz giiltig (+).
2. Zeile: wenn der Vorder-Satz giiltig (+) ist und der Nachsatz ungiiltig (-) ist,

dann ist der Gesamt-Satz ungiiltig (—).
3. Zeile: wenn der Vorder-Satz X ungiiltig (—) ist und der Nachsatz giiltig (+) ist,

dann ist der Gesamt-Satz giiltig X — Y giiltig (+).
4. Zeile: wenn der Vorder-Satz ungiiltig (—) ist und der Nachsatz ungiiltig (-) ist,

dann ist der Gesamt-Satz giiltig X — Y giiltig (+).

Natiirlich kann man fiir diese 4 Relationen wiederum eigene Wahrheitstafeln aufstellen, was
aber nicht erforderlich ist. Ebenso kann man die konjunktive Deutung weiter fortsetzen. So
wiirde z. B. die Tautologie X A Y = X — Y gedeutet als:

(X AY) A X>Y)] =2[XAY = X->Y]
Die konjunktive Deutung einer Tautologie ist aber nicht besonders sinnvoll, wie (bei Behand-
lung der analytischen Wahrheitstafel) noch gezeigt werden wird.

Fassen wir die schwierige Thematik (veranschaulicht an der 2. Zeile) noch einmal zusammen:

Zunéchst zur Prdamisse X A —Y: In der Wahrheitstafel zéhlt zwar letztlich nur der Wahr-
heitsverlauf unter den Relatoren, also z. B. unter A: + — — —. Diese drei — (minus bzw. ,,nega-
tiv*) gehen aber nicht direkt in die Zeilen der konjunktiven Deutung ein. Schriebe man in der
2. Zeile mit Negation —(X A =Y) oder auch —(X A Y), kdme man nicht zu einem strengen
Schluss. Die Wahrheitstafel fiir X A —Y hat den Verlauf: — + — —; d. h. sie besitzt in der /.
Zeile den Wert —. Und genau das wird in der Wahrheitstafel von X A Y = X — Y durch
das — unter dem A (in der 2. Zeile) ausgedriickt, das — braucht bzw. darf also nicht zusétzlich
eingefiihrt werden.

Jetzt zur Konklusion X — Y bzw. in der 2. Zeile =(X — Y): Hier wird bei der konjunktiven
Deutung nur der Wahrheitsverlauf unter dem — beriicksichtigt: + — + +, und zwar einschliel3-
lich der Negation. Das mag zunichst irritieren. Man konnte ja fordern, in der 2. Zeile muss
(analog zur Pramisse) z. B. X— —Y stehen, anstatt —(X — Y). Es erklart sich aber wie folgt:
Man betrachte die urspriingliche Wahrheitstafel von X — Y, es geht hier nur um die Relation
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X — Y bzw. deren Negation —(X — Y), es geht somit nicht um ganz andere Relationen wie
X — —Y, =X — Y oder =X — —Y (diese spielen spéter bei der implikativen Deutung eine
Rolle). Es wird nur die Abhédngigkeit der Relation X — Y von X und Y dargestellt, und genau
das leistet explizit die konjunktive Deutung bzw. Wahrheitstafel in der obigen Form.

Der konjunktiven Deutung entspricht folgende konjunktive Definition der Relationen X — Y
bzw. =(X —> Y):

X>Y @ XAY)V(=XAY) V(=X A=Y) bzw.:

X—=>Y <4 —|(X A —|Y)
Hier wird X — Y definiert durch Disjunktion der Konjunktionen, die X — Y analytisch imp-
lizieren. Bzw. wird X — Y definiert durch die Negation der Konjunktion, die im kontradikto-
rischen Gegensatz zu X — Y steht.

Jetzt zur Definition von —=(X — Y):
—-(X->2Y) @i (XAY)AA(=XAY)A= (=X A=Y) bzw.:

—(X->Y) &4 (XAY)
Hier wird —(X — Y) definiert durch Konjunktion der negierten Konjunktionen, die X —» Y
analytisch implizieren. Bzw. wird —(X — Y) definiert durch die Konjunktion, die im kontra-
diktorischen Gegensatz zu X — Y steht.

1.2.2 Analyse von =X > Y
Als zweites Beispiel sei neben X — Y auch =X — Y angefiihrt (vgl. 1-1-1-3):

1. -+ + +
2. -+ + -
3. +—-+ +
4. +- - -

Die Frage ist, wie hier, bei einem negierten Ausdruck (—X), die konjunktiven Relationen zu
formulieren sind. Das Problem ist dabei die Negation. Man konnte sich zwei Modelle fiir die
1. Zeile vorstellen:

Erstes Modell: —XAY = X->Y +——= = +++-
Zweites Modell: —XAY == X->Y ——+- = +++-

Wie man sieht, ergibt sich bei beiden Modellen ein strenger Schluss.

Beim zweiten Modell wire eine mogliche Argumentation z. B.: Da die Implikation ja lautet
,,wenn nicht X, dann Y*, muss in der 1. Zeile ,,nicht X* stehen.

Korrekt ist allerdings nur ein Modell, das erste: Dabei kann man die doppelte Negation auf-
heben, d. h. fir =—XAY = =X > Ykanmmman X A Y = —X — Y einsetzen. Und zwar
erklart sich das folgendermafen: In der 1. und 2. Zeile der Wahrheitstafel hat das Negations-
zeichen — ein —, somit ist das Negationszeichen negiert und damit aufgehoben. In der 3. und
4. Zeile ist das Negationszeichen bejaht (+) und gilt daher als gesetzt.

Somit ergeben sich bei dem ersten Modell folgende Relationen der Wahrheitstafel:

[.—XAY = -X>Y +——— = +++-
2.—XAaY = 2 X->Y —+—-= = +++-
3. XAY = 2 X->Y ——F - = +++-
4. X A=Y = —(=X->Y) ———+ = ———+ (hier gilt auch <)
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Dagegen sind beim zweiten Modell bei zwei Relationen keine strengen Schliisse gegeben, wie
hier nicht auszufiihren ist, was beweist, dass dieses Modell nicht korrekt ist.

1.3 IMPLIKATIVE (DEUTUNG DER) WAHRHEITSTAFEL

Diese bietet sich nur bei implikativen Beziehungen wie X — Y an, ist dort aber von besonde-
rer Bedeutung. Hier wird von dem Vorderglied (z. B. X) auf das Nachglied (z. B. Y) gefol-
gert. Es handelt sich allerdings bei den Relationen (entsprechend den Zeilen der Wahrheitsta-
fel) nicht um Schliisse, sondern um synthetische Folgerungs-Relationen, eben Implikationen.
Dies ist ein Unterschied zur konjunktiven Deutung, bei der auch bei synthetischen Relationen
die Zeilen der Wahrheitstafel durch echte Schliisse dargestellt werden.

Generell entsprechen den Zeilen der Wahrheitstafel folgende Relationen:

X->Y
1. + + + X->Y
2. + - - X—>-Y oder —(X — —Y)
3. -+ + —-X—=>Y
4, -+ - X =Y

Die Alternativen in der 2. Zeile werden wir unten diskutieren.

Dieser implikativen Darstellung entspricht folgende Bestimmung/Definition der Implikation:
X->2Y) @ (X>Y)va(=X>Y)Vv(=X—>-Y)
-X>2Y) @4 X>--YVNA(X>Y)A(=X—>Y)

Das erklért sich folgendermalien:

-(X=>=-Y)=> X->Y +—== = +-++
—(X->Y)=> X->Y ———+ = +-++
(= X—>-Y)=> X->Y ——+- = +—-++

Alle diese negativen Implikationen implizieren logisch X — Y. Die Disjunktion dieser Impli-
kationen ist dann logisch dquivalent mit X — Y. Das Entsprechende gilt fiir «(X — Y).

Aus der implikativen Deutung der Wahrheitstafel kann man eine implikative Wahrheitstafel
herleiten. Kennzeichnend (allerdings nicht notwendig) fiir die implikative Wahrheitstafel ist,
dass sie nicht nur mit den zwei Werten giiltig (+) und ungiiltig (—) arbeitet, sondern auch mit
dem Wert méglich, den ich mit £ schreibe. ,,Mdglich® kann man auch iibersetzen mit mogli-
cherweise giiltig (oder moglicherweise ungiiltig). Denn wenn man einen Satz X — Y hat,
dann kann sich z. B. auch die Deutung ergeben: ,,wenn X, dann ist Y moglich®, genauer:
»wenn X giiltig ist, dann ist Y moglicherweise giiltig™.

Wir miissen nun zwei Varianten unterscheiden. Dabei greifen wir zuriick auf die Unter-
scheidung zwischen Variablen-Modell, Relations-Modell und Kombinations-Modell. Ein rei-
nes Relations-Modell ist hier aber nicht brauchbar und wird nicht weiter diskutiert.

e Variablen-Modell

Beim Variablen-Modell werden wie beschrieben nur die Werte in der Wahrheitstafel unter
den Variablen beriicksichtig. So ergibt sich ein systematischer Ansatz. Das bedeutet: Wir be-
trachten alle moglichen Varianten der Implikation X — Y, zuerst X — Y, dann X — Y,
—X = Y, =X = —Y. Da beim Variablen-Modell die Werte unter dem Relator (fiir die For-
mulierung der Relationen) irrelevant sind, spielen Formen wie —(X — Y) keine Rolle. Man
kann daher X — Y einfach iibersetzen: ,,Wenn X giiltig ist, dann ist auch Y giiltig*. Da tiber
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die Giiltigkeit dieser Relationen keine weitere Auskunft gegeben wird, kdnnte man es fiir an-
gemessen halten, hier immer ein £ fiir ,,mdglich® zu setzen. Daher ergibt sich folgende syste-
matische implikative Wahrheitstafel (zum Vergleich rechts die normale Wahrheitstafel):

Imp X->Y X->Y
1. + + + X->Y + + +
2. + + - X —>-Y + - -
3. -+ + XY - ¥+
4. -+ - —X—=>-Y -+ —

Die 1. Zeile der implikativen Tafel ist dann zu lesen als: *"Wenn X wabhr ist, dann ist es még-
lich, dass Y wahr ist’. Bei einer implikativen Wahrheitstafel schreibe ich vorne ein ,/mp’.

Diese Wabhrheitstafel ist aber vollig unbefriedigend und wird daher verworfen. Zwar ist
richtig, von einer analytischen Betrachtung aus sind X und Y vollkommen unabhdngig, daher
sind (analytisch) alle Implikationen zwischen X und Y méglich. Aber es geht hier ja um die
synthetische Relation X — Y, deren Wahrheitsbedingungen sollen aufgezeigt bzw. festgelegt
werden, und es macht daher keinen Sinn, die Relation in allen 4 Welten als ,,mdglicherweise
wahr* zu bestimmen. Jedenfalls in der 1. Zeile ist doch eine giiltige Relation gemeint und
gewollt: ,,Wenn X wabhr ist, dann ist es wahr (nicht nur moglich), dass Y wahr ist®.

e Kombinations-Modell

Beim Kombinations-Modell werden die Werte unter den Variablen, aber auch der Wert unter

dem Relator beriicksichtigt. Es sind allerdings verschiedene Arten von Kombinations-

Modellen moéglich. In diesem Fall geht es darum, dass bei einer Relation X — Y beide Werte

zur Formulierung von Relationen herangezogen werden. Man kann von einem realen Ansatz

sprechen, weil eben die Werte der Wahrheitstafel vollstdndig in Relationen iibersetzt werden.
Die (reale) implikative Wahrheitstafel ist:

X->Y
1. + + + X->Y +—+4)
2. + - - —(X—>Y) +-—->)
3. -+ + —X->Y +++-)
4. -+ - —X—->-Y ++-4)

Die 1. Zeile besagt (implikativ): wenn X wahr ist, dann ist es wahr, dass Y wahr ist.
Die 2. Zeile besagt (implikativ): wenn X wahr ist, dann ist es falsch, dass Y falsch ist.

Zwar folgt hier in der 1. Zeile +Y auf +X, in der 2. Zeile =Y auf +X, aber in der 1. Zeile
steht + unter dem Relator —, in der 2. Zeile steht — unter dem Relator —. Somit driicken die
beiden Zeilen letztlich etwas Ahnliches (wenn auch nicht dasselbe) aus, man kann aber nicht
behaupten, die beiden Zeilen driickten einen Gegensatz aus.

Diese unterschiedliche Deutung der 2. Zeile als —(X — —Y) ist der zentrale Unterschied
zum Variablen-Modell (wo in der 2. Zeile X — —Y steht). Durch diesen Unterschied ergibt
sich, dass in der Wahrheitstafel des Kombinations-Modells in der 1. und 2. Zeile ein anderer
Wert zugeschrieben wird als beim Variablen-Modell.

Anders ist es bei der 3. und 4. Zeile:

Wie man in der normalen Wahrheitstafel von X — Y sieht, gilt:
3. Zeile: =X — Y, aus =X folgt Y
4. Zeile: =X — —Y, aus =X folgt =Y
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Zwar ist (=X > Y) A (=X — 1Y) keine Kontradiktion, wenn man die normale Implikation
verwendet (bei der Verwendung der Positiv-Implikation *— ist diese Konjunktion dagegen
kontradiktorisch). Dennoch ist es keine iiberzeugende Losung, dass zugleich gelten soll:

3. Zeile: aus —X folgt Y/ Wenn X falsch ist, dann ist es wahr, dass Y wahr ist

4. Zeile: aus —X folgt —=Y / Wenn X falsch ist, dann ist es wahr, dass Y falsch ist
Daher bietet es sich an, in solchen Féllen statt wahr/giiltig (+) bzw. falsch/ungiiltig (—) den
Wert =+ fiir méglich (bzw. moglicherweise wahr) unter den Relator schreiben. (Man kann sich
dariiber streiten, ob damit bereits die 2-Wertigkeit der Aussagen-Logik aufgehoben ist.)

Dann ergibt sich:
3. Zeile: ,,Wenn X falsch ist, dann ist es moglich (— 1), dass Y wahr ist*.
4. Zeile: ,,Wenn X falsch ist, dann ist es moglich (— +), dass Y falsch ist*.

Diese Deutung édhnelt der Positiv-Implikation, bei der die 3. und 4. Stelle ,,nicht definiert*
sind.
Sprachlich kann man diese implikative Deutung von X — Y folgendermallen formulieren:
1. Wenn X wabhr ist, dann ist es wahr, dass Y wahr ist
2. Wenn X wabhr ist, dann ist es falsch, dass Y falsch ist
3. Wenn X falsch ist, dann ist es méglich, dass Y wahr ist
4. Wenn X falsch ist, dann ist es méglich, dass Y falsch ist

Ich halte das Kombinations-Modell auch hier fiir iberlegen und werde mich daran halten.

1.4 VERSTARKTE IMPLIKATIVE (DEUTUNG DER) WAHRHEITSTAFEL

Bei der konjunktiven Deutung der Wahrheitstafel erhdlt man ausschlieBlich analytische Rela-

tionen wie X A Y = X — Y. Bei der implikativen Deutung sind dagegen wie beschrieben

alle vier aufgefiihrten Relationen der Wahrheitstafel synthetisch, ndmlich:
X>Y,X>-=Ybzw. -(X > —Y), - X—>VY,-X—> Y

Wir haben eben gesehen: Wenn —X gilt, also X falsch ist, kann man daraus nichts Sicheres

iiber Y folgern, sowohl bei Y wie bei —Y steht ein + unter dem Relator (daher schrieben wir

in der implikativen Wahrheitstafel + unter dem Relator).

Aber auch wenn X wahr ist, kann man daraus nichts Sicheres iiber Y folgern. Denn in der
1. Zeile folgt auf +X auch +Y, in der 2. Zeile folgt auf +X dagegen —Y (das sieht man in der
obigen Wahrheitstafel); d. h. also, von den 2 Féllen, in denen X giiltig ist, ist in 1 Fall auch Y
giiltig — das entspricht aber der Zufallserwartung, wie beim Gliicksspiel. Daran dndert auch
nichts, dass in der Wahrheitstafel unter dem Relator einmal + (1. Zeile) und einmal — (2. Zei-
le) steht.

Generell gilt bei synthetischen Relationen bzw. Implikationen: Wenn man nur weif}, dass
das Vorderglied giiltig (+) ist, kann man noch nichts iiber das Nachglied aussagen, es kann
giiltig sein oder ungiiltig. Das macht eben gerade das Wesen synthetischer Relationen aus.
Um zu wissen, was zutrifft bzw. gemeint ist, muss ich den Wahrheitswert der Gesamt-
Relation kennen.

Erst indem man die Giiltigkeit bzw. Ungiiltigkeit der Gesamt-Relation, also hier X — Y,
mit berticksichtigt, kann man aus X auf Y schlieBen.

Hier sind zwei Interpretationen moglich:

Erstens: man geht von X aus und sagt, man braucht zusétzlich den Wert von X — Y, um si-
cher auf Y zu schliefen: X A(X—>Y) =Y

Zweitens: man geht von X — Y aus und sagt, man braucht zusitzlich den Wert von X, um
sicher auf Y zu schliefen: (X > Y)AX =Y
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Beide Interpretationen sind logisch gleichwertig, ich bevorzuge aber vom Aufbau der Ar-
gumentation her die erste.

o verstiarkte Wahrheitstafel
Ich mdéchte nun eine erste Wahrheitstafel fiir X A (X —> Y) = Y aufstellen, zum Vergleich
die Wahrheitstafel von X — Y.

XN (X>Y) =Y X->Y
. ++ ++4+ + + + + +
2.+ - +-=- 4+ - + - -
3. — = -+ 4+ + + -+ +
4. - - -+ - + - -+ -

Im Vergleich dieser Tafel soll noch einmal der Unterschied zwischen der implikativen Deu-
tung und der verstdrkten implikativen Deutung klar gemacht werden:
implikative (reale)Deutung: ,,Wenn X wahr ist, dann ist Y wahr®.
Aber dies ist kein Schluss, es ist eine Aussage, eine Behauptung, es ist eben die Bedeutung
von X — Y, aber man weil} nicht, ob diese Aussage X — Y wabhr ist, und daher auch nicht, ob
Y wabhr ist. Ob X — Y wabhr ist, kann man ohnehin nicht generell beantworten, sondern es
héngt davon ab, welche empirische Deutung man den Variablen ,X’ und ,Y’ gibt. (Bei der
einen Deutung ist X — Y wahr, bei einer anderen kann X — Y falsch sein.)
verstdrkte implikative Deutung: ,,Wenn X wahr ist und X — Y wabhr ist, dann ist 'Y wahr*.
Dies ist ein logischer Schluss. Wie man sieht: Zwar ist auch hier nicht gesichert, dass der
Vorder-Satz, die Konjunktion X A (X — Y) wabhr ist, aber unter dem Konjunktions-Relator A
steht nur noch einmal +, in der 1. Zeile. Und in diesem Fall ist Y auch + (giiltig). Somit weil3
man hier mit Sicherheit: wenn X A (X — Y) giiltig ist, dann ist auch Y giiltig; somit ist das
Ziel einer sicheren Ableitung erreicht.
Man liest fiir (X — Y) A X = Y auch ofters die Deutung:
,Wenn X wahr ist, dann ist es wahr, dass Y wahr ist. Nun ist X wahr. Also ist Y wahr*.
(Hier weill man sicher, dass auch Y wahr ist). Aber laut Wahrheitstafel konnen wir nicht fest-
legen, dass X wahr ist; es gibt hier immer beide Moglichkeiten. Die Bestétigung von X als
wahr ist nur in einem aufBer-logischen, empirischen Kontext méglich.

Kehren wir zuriick zur Wahrheitstafel von X — Y, nehmen jetzt aber auch die 2. Zeile hinzu.
Verstiarken wir sie durch die Gesamt-Relation, im ersten Fall durch die bejahte Gesamt-
Relation X — Y und im zweiten Fall, durch die negierte Gesamt-Relation, entsprechend der
Wahrheitstafel:
I.Zeille: XA(X—>Y) =Y
2. Zelle: X A—=(X—>Y) =Y
Mittels dieser Verstdrkung kann man jetzt eindeutig feststellen:
1. wenn X wahr ist und X — Y wabhr ist, dann ist auch Y wahr.
(wenn ich weil}, dass X wahr ist und dass X — Y wabhr ist, dann weil} ich auch, dass
Y wabhr ist.)
2. wenn X wahr ist und X — Y falsch ist, dann ist auch Y falsch.

(wenn ich weil3, dass X wahr ist, X — Y aber falsch ist, dann weil} ich, dass Y
falsch ist.)

Ich spreche hier also von einer verstdrkten implikativen Deutung. Durch die Verstarkung wird
eine synthetische Relation in eine analytische umgewandelt, X > Yin XA (X —>Y) = Y;
insofern haben wir es bereits mit analytischen Wahrheitstafeln zu tun.
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Bereits zwischen X und X — Y besteht kein synthetisches Verhiltnis mehr, sondern ein semi-
analytisches. Daher kommen in der Wahrheitstafel nicht alle Kombinationsmoglichkeiten
vor, so ist =X A —=(X —Y) nicht vertreten, weil dies kontradiktorisch ist; wir haben es also
streng genommen nicht mehr mit einer synthetischen Wahrheitstafel zu tun. Daher geht es in
diesem Fall um Schliisse (strenge oder semi-analytische), nicht um synthetische Folgerungen
wie bei der Implikation X — Y.

Insofern haben die Werte + und — hier auch eine andere Bedeutung als bei den syntheti-
schen Relationen. Wenn z. B. ein + unter X steht, dann bedeutet es: ,,(angenommen) X ist
empirisch wahr* (empirisch wahr ist logisch gesehen aber zufdllig); wenn dagegen ein + in
jeder Zeile unter dem — bzw. = steht, dann bedeutet das: ,hier liegt ein logischer Schluss
vor, er ist notwendig wahr, in jeder moglichen Welt*.

Wir werden nun verschiedene Wahrheitstafeln bzw. vor allem Relationen der verstirkten
implikativen Deutung diskutieren. Dazu greifen wir wieder zuriick auf die Unterscheidung
von Variablen-Modell und Relations-Modell bzw. Kombinations-Modell.

¢ Variablen-Modell
Das Variablen-Modell nenne ich — wie beschrieben — so, weil hier zur Aufstellung der Rela-
tionen die Werte unter den Variablen entscheidend sind.

Das betrifft in diesem Fall den Ausdruck X — Y. Je nach + und — in der Tafel wird er in
den einzelnen Relationen verwendet als: X - Y, X - =Y, =X —> Y, =X — —Y; dagegen
spielt keine Rolle, welches Zeichen unter dem Relator — bzw. unter A steht (ob + oder —).

Imp X A X->Y) = Y

1. + + + + o+ XA X>Y)=>Y +——— = +—-4-
2.+ + - + - XA (X>aY) =Y -—+-—- => —+—-+
3. - - 4+ + 4+ XA(=X->Y) =Y ——+- => +—+-

XA (X —>Y) = Y ist ein strenger Schluss, also eine Tautologie, ndmlich der Modus ponens.
X A(X—>Y)=Y entspricht der 1. Zeile der Wahrheitstafel, dies ist also die zentrale Zeile.

Das Variablen-Modell hat den Vorteil, dass seine Relationen alle Tautologien sind. Gegen
dieses Modell spricht aber, dass man eigentlich X — Y als Ganzheit begreift, die also als
ganzes bejaht oder negiert wird; das fithrt uns zum Relations-Modell.

¢ Relations-Modell

Beim Relations-Modell kommt es — zur Formulierung der Wahrheitstafel-Zeilen in Relationen
— auf die Werte der Relationen an. Hier ergibt sich folgende Wahrheitstafel mit folgenden
Relationen:

Imp X A X->Y) —> Y

I. + + + + 4+ XAX->Y) =Y ++++)
2. + - - + - XA=(X->Y) = Y +++4)
3. - - + + 4+ XA X>Y)—Y +++-)
4. - - + * - XA X>2>Y)— Y +++-)

Es ist nicht ganz klar, ob man hier als Relator den semi-analytischen —— oder besser den
streng analytischen = nehmen soll, ich will das aber nicht weiter diskutieren. Auf die Wahr-
heitstafeln von semi-analytischen Schliissen mit —— gehe ich noch gesondert ein.
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Hier wird nur die Relation X — Y als ganze beriicksichtigt, als X — Y wenn sie bejaht ist
und als —(X — Y) wenn sie verneint ist. Welche Werte dabei unter X und Y stehen, spielt
keine Rolle. Die Werte der isolierten Variablen X und vor allem der Konklusion Y werden
allerdings angegeben, denn sie werden zur Aufstellung der Relationen gebraucht.

Sprachlich lauten die Zeilen der Wahrheitstafel:

1. wenn X wahr ist und X — Y wabhr ist, dann ist es wahr, Y wahr ist
2. wenn X wahr ist und X — Y falsch ist, dann ist es wahr, dass Y falsch ist
3. wenn X falsch ist und X — Y wabhr ist, dann ist es méglich, dass Y wahr ist
4. wenn X falsch ist und X — Y wahr ist, dann ist es moglich, dass Y falsch ist
(Diese Formulierungen lieen sich auch abkiirzen, aber so ist die Aussage préziser.)

Zur Erlduterung des semi-analytischen Schliisse in der 3. und 4. Zeile:

Es mag verwundern, dass X A (X —> Y) = Y tautologisch ist, aber nicht alle Einzel-
Relationen. Diese gehen jedoch nur jeweils mit einer Zeile in die Wahrheitstafel ein; so hat z.
B. =X A (X—>Y) — Y in der normalen Tafel ein +, ist aber noch keine Tautologie.

In der 3. Zeile wird von =X A (X — Y) auf Y geschlossen, in der 4. Zeile vom gleichen
—X A (X d Y) auf —Y.

Damit konnen hier keine strengen Schliisse vorliegen, sondern es gilt nur:

XAX>Y)—> Ybzw. - X A X>Y) — Y
Somit setzen wir hier wieder * (fiir ,,moglich®) in der Wahrheitstafel ein.
Dieses Modell halte ich fiir das beste (wie spéter auch die quantitative Analyse zeigen wird).

e Strenges Relations-Modell

Es ist allerdings auch ein noch strikteres Relations-Modell moglich. Es ist im erst im stren-

gen Sinn ein Relations-Modell, wihrend man das eben dargestellte auch als Kombinations-

Modell auffassen kann, weil X A (X — Y) nicht im Ganzen als Relation erfasst wird.
Dagegen wird hier auch fiir die komplexe Relation X A (X — Y) nur ein Wert berechnet.

Imp XA X->Y) — Y

1. + + 4+ XAX=>2Y) =Y ++++)
2. - + - X AX>Y) — Y ++-+)
3. - + 4+ XA X->Y) — Y +-+-)
4. - + - XA X->Y) — Y ++-4)

Fiir beide Relations-Modelle bekommen wir auch bei der verstdrkten implikativen Deutung
bei negativer Pramisse keinen strengen logischen Schluss, im ersten Modell erhalten wir also
bei —X kein eindeutiges Ergebnis fiir Y. Und falls anstatt X — Y die Negation (X — Y) zu
—X konjunktiv hinzugefiigt wiirde, erhielte man eine Kontradiktion — das ist also auch keine
Losung.

Wir haben es hier also bei der verstirkten Wahrheitstafel von X A (X > Y) = Y wieder
mit demselben Problem zu tun wie bei der implikativen Wahrheitstafel von X — Y. Und das
bedeutet, dass wir in diesen Féllen wieder + fiir ,,moglich® in die Wahrheitstafel einsetzen.
Generell kann man festhalten, dass man in der verstdrkten implikativen Wahrheitstafel ein +
unter den Relator setzt, wenn die entsprechende Relation nur semi-analytisch ist. (Hier besteht
ein Unterschied zu synthetischer Wahrheitstafel, bei der wir alle Zeilen nur als synthetische
Relationen schreiben konnen, unabhingig davon, ob +, — oder * in der Wahrheitstafel steht.)

Generell gilt fiir das Relations-Modell folgende GesetzméBigkeit: Wenn in einer Wahrheits-
tafel vorkommt: Pramisse +, Konklusion + und Pramisse +, Konklusion — (bei gleichem Sym-
bol unter dem Relator), dann ergibt sich eine semi-analytische Relation; oder:
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Pramisse —, Konklusion + und Pramisse —, Konklusion — (bei gleichem Symbol unter dem
Relator), dann ergibt sich ebenfalls eine semi-analytische Relation:

¢ Alternatives Relations-Modell

Grundsétzlich wiare auch noch eine andere Variante des Relatons-Modells méglich: Hier ver-
lagert man das + (= moglich) vom Relator — auf den Nach-Satz Y. Man erhilt also £ Y, in
der (tautologischen) Bedeutung: Y v =Y. Dann ergibt sich folgende Tafel:

Imp X A X->Y) = Y
. + + + + 4+ XAX->Y) =Y ++++)
2. + - - + - XA=(X->Y) = Y ++++)
3. — - + + = X AX->Y)=>YvaY ++++)
4. - - + + =* XA X>2>Y) =>YvaY ++++)

Hier sind zwar wieder alle Relationen tautologisch, aber in Zeile 3 und 4 gibt es den gleichen
Schluss auf eine Tautologie, was aber ein Pseudoschluss ist: =X A (X —>Y) = Y V' =Y.

Man kann die Ungewissheit des Schlusses also durch den Relator ausdriicken (—— mit +
statt = mit +) oder dadurch, dass man Y zwei mogliche Werte zuweist: + oder —. Letztlich
halte ich die erste Variante fiir sinnvoller, und dann gilt: Geht man von —X aus, so ist auch
bei der verstarkten implikativen Deutung kein strenger Schluss auf Y moglich.

Das zeigt noch einmal die Berechtigung fiir die Einfiihrung der Positiv-Implikation X *— Y,
die eben nur die Fille beriicksichtigt, in denen X giiltig ist.

Die implikative Deutung bzw. implikative Wahrheitstafel ist nicht so wesentlich wie die kon-
Jjunktive, daher habe ich sie bisher noch nicht eingebracht und werde sie auch im Weiteren nur
ausnahmsweise anfiihren, schon um den Text nicht noch mehr zu verkomplizieren. Ich gehe
auch nicht auf die implikative Wahrheitstafel bei der Positiv-Implikation ein; dies ist zwar
sehr interessant, aber auch sehr kompliziert und wiirde daher die ohnehin schon ausfiihrliche
Darstellung der Wahrheitstafel noch erheblich verlangern.

1.5 WEITERE MOGLICHE SCHLUSSE AUS DER WAHRHEITSTAFEL

e Schluss von X auf X »>Y
X = X>Y)va(X—>Y) (Schluss auf Tautologie = Pseudo-Schluss)

e Schluss von Y auf X »>Y
Y= X->Y
Y 2 X>Y)va(X—>Y) (Schluss auf Tautologie = Pseudo-Schluss))

e Schluss von X auf Y (dies geht nur, wenn man X — Y hinzunimmt, vgl. oben)
X=>Y)AX=>Y

(X>Y)AX = Y

X—>Y)A—=X = Y v Y (Schluss auf Tautologie = Pseudo-Schluss)

e Schluss von Y auf X (dies geht nur, wenn man X — Y hinzunimmt)
X«<Y)AY = X
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X<« Y)A—=Y = X v =X (Schluss auf Tautologie = Pseudo-Schluss)

e Schlussvon X > Y auf X, Y

Ein strenger Schluss von X — Y auf X, Y, =X oder —Y ist nicht moglich
Aber es gilt:

—-X—=>Y) =X

Zusammenfassung

Die primire Funktion der Wahrheitstafel ist, die Wahrheitsbedingungen einer Relation (bzw.
eines Relators), eines Satzes oder einer Aussage aufzuzeigen. Dabei ist zu unterscheiden:

e konjunktive Wahrheitstafel: sie zeigt die Wahrheitsbedingungen des Gesamt-Satzes (z. B.
X — Y) auf, in Abhéngigkeit von der Konjunktion von Vorder-Satz (X) und Nach-Satz (Y).
o implikative Wahrheitstafel: sie zeigt (z. B. bei X — Y) die Wahrheitsbedingungen des
Nach-Satzes (Y) auf, in Abhéngigkeit vom Vorder-Satz (X).

o verstdrkte implikative Wahrheitstafel: sie zeigt (bei X — Y) die Wahrheitsbedingungen des
Nach-Satzes (Y) auf, in Abhingigkeit von Vorder-Satz (X) und Gesamt-Satz (X - Y).

Speziell die synthetische Wahrheitstafel hat noch folgende Funktionen:

Erstens dient die Wahrheitstafel dazu, die Relatoren zu definieren.

Zweitens erlaubt sie, fiir einen realen (empirischen) Sachverhalt die treffende Relation zu
finden. Hat man z. B. den Sachverhalt bzw. die Menge von Sachverhalten X: ,,es regnet”, Y:
»die Strasse ist nass®, und untersucht, in welchen Kombinationen (die in der Wahrheitstafel
aufgefiihrt sind) diese Sachverhalte auftreten, wird man z. B. als zutreffende Relation heraus-
finden: ,,Es regnet — die Strasse ist nass*.

2. AUSSAGEN-LOGISCHE ANALYTISCHE WAHRHEITSTAFEL

Die Wahrheitstafel einer analytischen oder semi-analytischen Relation nenne ich wie gesagt
kurz ‘analytische Wahrheitstafel’. Grundsitzlich gilt fiir die analytische Wahrheitstafel das-
selbe wie flir die synthetische Wahrheitstafel: man kann unterscheiden zwischen normaler,
konjunktiver, implikativer und verstdrkter implikativer Wahrheitstafel. Im Einzelnen gibt es
aber doch viele wesentliche Unterschiede. Ich konzentriere mich hier wieder auf die Implika-
tion, die — analytisch — als logischer Schluss auftritt, sei es als strenger oder als partieller.

2.1 NORMALE WAHRHEITSTAFEL

e semi-analytischer Schluss
Als Beispiel die normale Wahrheitstafel von (X > Y) —> Y:

X=>Y) —Y
++ + + +
+ - - 4+ -
-+ + + +
- 4+ - - =
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e strenger Schluss
Als Beispiel die normale Wahrheitstafel von X = X v Y:

X = XvY
+ 4+ 4+
+ + ++-
- 4+ —++

Grundsatzlich ist die analytische Wahrheitstafel in entsprechender Weise zu interpretieren
wie oben aufgezeigt flr die synthetische Wahrheitstafel. Es sind wieder vor allem 2 Moglich-
keiten zu unterscheiden: die konjunktive und die implikative Interpretation der (normalen)
Wabhrheitstafel.

2.2 KONJUNKTIVE (DEUTUNG DER) WAHRHEITSTAFEL

Bei einem Schluss ® —Y¥ (bzw. ® = V) wird aus der Konjunktion von Prdmisse (®) und
Schluss-Satz (V) auf die Gesamtrelation (0 ——'V) geschlossen. Generell ist die konjunktive
Interpretation aber bei jeder beliebigen Relation moglich. Bei (X v Y) ™><"Y wird z. B. aus
der Konjunktion von X v Y und Y auf (X v Y) ™><"Y geschlossen.

e semi-analytischer Schluss

Die konjunktive Deutung oder Interpretation demonstriert folgende konjunktive Wahrheitsta-
fel. Man setzt hier nur die fiir die Deutung wesentlichen Wahrheitswerte ein, um die Tafel
moglichst tibersichtlich zu halten. So sind die Werte fiir X (+ + ——) und Y (+ — + —) verzicht-
bar, sie bleiben immer gleich, nur bei Y als Glied der Konjunktion schreibt man die Wahr-
heitswerte.

X>Y)AY > X->Y) —Y

1. + + + + +
2. - - - + +
3. + + + + +
4. + - = + -

Die folgenden Relationen enthalten die konjunktive Deutung der Zeilen der Wahrheitstafel, es
sind — wie immer bei der konjunktiven Deutung — alles strenge Schliisse:

I. X->2Y) AY =>X-Y)—Y F-+)=>H++-)
2. AX>YY)AY =>X->Y) —Y +-—)=>H++-)
3. X-2Y) AY =X-Y)—Y -+ )=>H++-)
4. X-=2Y) A = [(X>Y) —Y] ———H=>F--4)

(die 3. Zeile ist gleich der 1. Zeile, in der 4 Zeile gilt auch <)

Dementsprechend gilt folgende Bestimmung von (X — Y) ——> Y bzw. dessen Negation:
(X>Y) — Yo X>AY]V[-(X—>Y) A=Y]
—(X>Y) — Y] [(X>Y)AY]

Grundsitzlich wére zwar auch eine andere Kombination denkbar, ndmlich:—-(X - Y) A Y.
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Aber die ist kontradiktorisch und somit in der Wahrheitstafel nicht enthalten, die Wahrheitsta-
fel beriicksichtig eben nur die moglichen Kombinationen. Das ist bei der analytischen Wahr-
heitstafel anders als bei der synthetischen, bei der alle Kombinationen bzw. Welten vertreten
sind (wobei synthetisch allerdings alle Kombinationen méglich sind).

e strenger Schluss
Zunéchst zur Erinnerung die normale Wahrheitstafel fir X = X v Y.

X = XvY
+ 4+ 4+
+ 4+ ++-
- 4+ —++
p— + —_— =

Nun zur konjunktiven Wahrheitstafel (wieder in auf das Wesentliche reduzierter Form) und
zur konkunktiven Deutung mit den entsprechenden Relationen:

XAXvY) =X = XVY)
. ++ + + + XAXVvY) = X=XVvY)
2.+ 4+ + 4+ + XAXVvY) = X=>XVvY)
3. - - + 4+ + XA XVvY) = X = XVvY)
4, - — - 4 + XA (XVY) > X = XVY)

Es geht hier um die Konjunktion von X und X v Y, (X v Y) als Gesamtheit. Daher zéhlt bei
X v Y nur das + oder — unter dem Relator v (nicht unter dem X bzw. Y). So steht z. B. in der
2. Zeile einfach X A (X v Y) und nicht X A (X v —Y), wie der Ausdruck im Detail aussehen
wiirde (vgl. die obige normale Wahrheitstafel).

Dies alles spielt aber beim strengen Schluss ohnehin keine Rolle, denn jeder Schluss auf
eine Tautologie ist ja seinerseits eine Tautologie: ® = Tautologie. Und da hier aber auf eine
Tautologie, ndmlich X = X v Y geschlossen wird, ist es letztlich ohne Relevanz, von wel-
cher Relation auf X = X v Y geschlossen wird. Somit gibt es gewisse Unterschiede zum

semi-analytischen Schluss, denn z. B. ein Schluss auf (X — Y) —— Y ist nicht automatisch
eine Tautologie.

2.3 IMPLIKATIVE DEUTUNG DER WAHRHEITSTAFEL
Hier wird bei einer (semi)analytischen Relation ® ——Y¥ aus der Pradmisse (®) auf den
Schluss-Satz (V) geschlossen. Es wird also gefragt: Wenn die Pramisse (®) wahr ist, ist dann
auch der Schluss-Satz (‘) wahr usw.? Diese Deutung ist nur bei implikativen Relationen (wie
—, <, <> u. 4.) relevant, dort aber besonders wichtig.

Bei (semi)analytischen Relationen ist es moglich, allein aus der Pramisse (®) in gewissem
AusmalB auf den Schluss-Satz (W ) zu schlieBen, anders als bei den synthetischen Relationen:

dort ist wie beschrieben ein Schluss nur moglich, wenn man die Gesamt-Relation @ —'¥ mit
beriicksichtigt.

e semi-analytischer Schluss
Als Beispiel zunédchst wieder der semi-analytische Schluss (X - Y) —— Y mit der norma-
len Wahrheitstafel:
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. ++ + + +
2. + - — + -
3. -+ + + 4+
4, -+ - - =

Bei der implikativen Interpretation ergeben sich folgende Zeilen:

. X->Y) —Y +++-)
2. A(X->Y) =Y ++++)
3. X->Y) —Y +++-)
4. (X->Y)—Y) (-+-4)

Hier wird also z. B. (1. Zeile) geschlossen: ,,Wenn X — Y giiltig ist, dann ist auch Y giiltig®.
Genauer wire zu formulieren: ,,Wenn X — Y giiltig ist, dann ist es giiltig, dass auch Y giiltig
ist™. Dabei ist die Paradoxie der Implikation zu bedenken, dass -® = ® — Y.

Erlduterungen im Einzelnen:
1. Zeile: sie ist die zentrale Zeile, und sie ist gleich der 3. Zeile (zwar ist in der 1. Zeile X = +
und in der 3. Zeile X = —, aber das hat fiir den Gesamtschluss keine Relevanz).
2. Zeile: wie man sieht, nur in einer von den 4 Zeilen, nimlich der 2. Zeile, steht eine Tauto-
logie. Das erklirt sich folgendermallen: (X — Y) —— Y ist semi-analytisch, aber
(X >Y) < Y iststreng analytisch. Und —(X — Y) = Y ist die Kontraposition davon.
X — Y wird implikativ immer als Einheit gefasst, daher wird es negiert als —=(X — Y) und
nicht etwa als —(X — —Y) oder einfach X — =Y, wie die Wahrheitstafel suggerieren konnte.
3./4. Zeile: hier wird einmal von X — Y auf Y und einmal auf —Y geschlossen, somit konnen
diese Schliisse nur partiell analytisch sein.
4. Zeile: wie schon bei der synthetischen Wahrheitstafel kann man diskutieren, ob das Zei-
chen — (minus) unter dem —— in der Wahrheitstafel relevant oder irrelevant ist. Ich gehe
hier davon aus, dass man es beriicksichtigen sollte. Die Zeile ist dann zu lesen: ,,Wenn X —> Y
giiltig ist, dann ist es ungiiltig, dass auch Y ungiiltig ist*.

Natiirlich konnte man andere Relatoren verwenden, so dass alle Relationen tautologisch wiir-
den, in der 1. und 3. Zeile ergébe sich also z. B. (X > Y) < Y und in der 4. Zeile
(X > Y) V' =Y. Aber es geht ja gerade darum, alle Relationen mit der Implikation — dar-
zustellen.
Man kann (X - Y) —— Y folgendermaBlen implikativ definieren:

(X->Y) —Y]e

[ (X>Y)—Y]vaAX>Y)— 1Y)V [ (X>Y)—> Y]
Anders als bei der konjunktiven Definition entspricht diese implikative Definition aber nicht
der Wahrheitstafel; die Begriindung dafiir wiirde aber zu weit fiihren.

e Strenger Schluss
Bei einem strengen Schluss sieht das nicht anders aus, z. B. bei X = X v Y.

X =XvY
l. + + +++ X = XvY +++4)
2. + + ++- X = XvY +++4)
3. -+ —++ X —> XVvY +++-)
4. -+ ——= —X —> =(XVY) ++-4)
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Auch hier ist nicht jeder Einzel-Schluss der Wahrheitstafel tautologisch. Und das betrifft
Schliisse von einer negativen Pramisse aus.
Das erklart sich wieder wie folgt:

in der 3. Zeile wird von —X auf X v Y geschlossen,

in der 4. Zeile wird von —X auf die Negation, also auf —(X v Y) geschlossen.

Somit konnen nicht beide Schliisse vollstindig gelten, sondern nur partiell.
Allerdings ist auch eine andere Interpretation moglich; diese zeigt die folgende Wahrheitsta-
fel mit verdnderten Relationen:

X =XvY
l. + + +++ X = XvY ++++)
2. + + ++- X = Xv-aY +++4)
3. -+ —++ —X = =XvY ++++)
4. -+ ——- —X = - XvaY ++++)

Hier sind also alle 4 Relationen strenge Schliisse. Das erreicht man dadurch, dass man X und
Y immer isoliert betrachtet, vor allem hinsichtlich der Negationen. So zéhlt z. B. in der 4.
Zeile hier nicht (wie oben) die Negation der Relation, ndmlich —(X v Y), sondern die Negati-
onen der Einzelglieder —X v —Y; diese Thematik hat uns ja auch schon bei der konjunktiven
Deutung beschiftigt.

Allerdings entspricht die obige Deutung nicht der iiblichen Lesung der Wahrheitstafel, bei
der man ndmlich immer den Kombinationswert nimmt, also z. B. —(X v Y); ich werde diese
Variante daher nicht weiter verfolgen. Hier besteht jedoch noch weiterer Forschungsbedarf.

2.4 IMPLIKATIVE WAHRHEITSTAFEL

Die implikative Deutung der Wahrheitstafel fiihrt uns zu einer implikativen Wahrheitstafel,
bei der mit dem Symbol + (= méglich bzw. giiltig oder ungiiltig) gearbeitet wird; wie schon
angemerkt schreibe ich als Kennzeichnung vorne ,Imp’.

e semi-analytischer Schluss
Zunichst wieder der Schluss (X — Y) —— Y. Die normale (vereinfachte) Wahrheitstafel ist:

X->Y) —Y

1. + + +
2. - + -
3. + + +
4. + - -

Die — vereinfachte — implikative Wahrheitstafel (mit ihren Relationen) ist dagegen :

Imp X—>Y)—Y

1. + + + X->Y) —0Y
2. - + - —X—=>Y) =Y
3. + + + X->Y) —Y
4. + + - X->Y) —Y
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Die 1. Zeile ist z. B. zu lesen:

Wenn X — Y giiltig (+) ist, dann folgt semi-analytisch (), dass Y giiltig (+) ist.

Die 2. Zeile ist zu lesen:

Wenn X — Y nicht giiltig (—) ist, dann folgt analytisch (+), dass Y nicht giiltig (-) ist.
Die 3. Zeile ist entsprechend der 1. Zeile zu lesen:

Wenn X — Y giiltig (+) ist, dann folgt semi-analytisch (), dass Y giiltig (+) ist.

Die 4. Zeile ist zu lesen:

Wenn X — Y giiltig (+) ist, dann folgt semi-analytisch (), dass Y nicht giiltig (—) ist.

Die einzelnen Implikationen sind uns schon bekannt, aber hier entsprechen sie genau der
Wabhrheitstafel, sind schon aus der Wahrheitstafel abzuleiten; dabei gilt:

+ entspricht =

*+ entspricht —>
Die Frage ist: was entspricht — (ungiiltig)?
Es lasst sich zeigen, dass der Wert — (ungiiltig) nicht in der implikativen Wahrheitstafel unter
dem Zentral-Relator (hier ——) auftritt. Denn dies entsprache einer Kontradiktion, und eine
Kontradiktion ist in der implikativen Wahrheitstafel ausgeschlossen.

Wenn man dennoch ein — (ungiiltig) in einer implikativen Tafel (unter dem ——) erhalten
will, kann man eine systematische implikative Wahrheitstafel aufstellen. In dieser Tafel wer-
den X > Y und Y als unabhdngig (wie synthetisch) behandelt, somit in jeder mdglichen
Weise kombiniert.

Imp(X—>Y) —Y

1. + + X->Y) —Y

2. + - X->Y) — Y

3. — -+ — [(X>Y) = Y]
4. — —-X->Y) =Y

H+ I+

_|_

Neu ist die 3. Zeile:
(X —>Y) A Y ist eine Kontradiktion. Das ist fiir die konjunktive Deutung relativ unprob-
lematisch, weil sich paradoxerweise aus einer Kontradiktion alles ableiten 14sst:

-X>Y) AN Y =X->Y)—Y
Bei der implikativen Wahrheitstafel ist das Problem aber diffizil: Zundchst konnte man ange-
ben: -(X—>Y)—>Y (+—++).

Doch dies ist semi-analytisch, was nicht addquat ist. AuBBerdem zeigt die Wahrheitstafel
zeigt, dass =(X — Y) und Y in keiner Welt gemeinsam wahr sind. Auch eine spétere quanti-
tative Analyse wird zeigen, dass diese Deutung unrealistisch ist.

Oder man konnte an —[—(X — Y) —— Y] denken, aber dies ist auch semi-analytisch, Ver-
lauf (- +—-).

Wenn die 4. Zeile =(X — Y) = Y lautet, so wird die 3. Zeile am ehesten als
" [+(X > Y) = Y] dargestellt, und das ist eine Kontradiktion, allerdings, und das ist
wichtig, keine Kontradiktion der Implikation, sondern der Negation.

Erlduterung: die 4. Zeile besagt: ,,wenn —(X — Y) dann notwendig —Y*.
Die 3. Zeile besagt dann: ,,Es ist nicht wahr, dass wenn —(X — Y) dann notwendig —Y*.
Und das kann man iibersetzen in: ,,Wenn —(X — Y) dann unmoglich Y*.

Diese Argumentation ist vielleicht schwer nachvollziehbar, aber der Fall tritt wie gesagt bei
der liblichen Wahrheitstafel gar nicht auf, weil dort keine Kontradiktionen zugelassen sind.
Denn sonst treten paradoxe oder irreguldre Verhiltnisse auf.
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So gesehen wird fiir das — am besten —(=) verwendet, was nicht mit #und nicht mit =—
verwechselt werden darf. Insgesamt erhélt man in der implikativen Wahrheitstafel:

+ entspricht = tautologisch (notwendige Folge)
+ entspricht ——  semi-analytisch (mdgliche Folge)
— entspricht -(=) kontradiktorisch (unmogliche Folge)

e strenger Schluss
Die implikative (reale) Wahrheitstafel fiir X = X v Y lautet:

Imp X = XvY

1. + + 4+ X = XvY +++4)
2. + + 4+ X = XvY +++4)
3. -+ 4+ X —> XVvY +++-)
4. -+ - X —> =(XVY) ++-4)

Wir haben hier wieder den Sachverhalt, dass aus —X zum einen X v Y abgeleitet wird und
zum anderen die Negation, also —(X v Y). Daher wird in einer implikativen Wahrheitstafel
in diesem Fall + verwendet. Die 3. Zeile wire also z. B. zu verstehen als: ,,Wenn X falsch ist,
dann ist es moglich, dass X v 'Y wahr ist.

Grundsétzlich ware auch moglich, fiir die Einzelrelationen jeweils die implikative Wahr-
heitstafel aufzustellen, aber darauf mochte ich hier verzichten.

2.5 VERSTARKTE IMPLIKATIVE DEUTUNG DER WAHRHEITSTAFEL

Hier wird noch berticksichtigt, ob die Gesamtrelation (& ——>W) wahr oder falsch ist. D. h. es
wird aus der Pramisse @ und der Gesamtrelation ® ——Y¥ auf die Konklusion ¥ geschlossen.
So ergeben sich in allen Féllen strenge Schliisse.

Nehmen wir als Beispiel zundchst wieder den semi-analytischen Schluss: (X ->Y) —> Y.
Hier wird also noch die Gesamtrelation (X — Y) —— Y als Verstdrkung hinzugefiigt; oder
aus anderer Sicht wird die Prdmisse X — Y hinzugefligt.

Die verstirkte implikative Wahrheitstafel lautet (zur Erinnerung die einfach-implikat. Tafel)

Imp [X>Y)—Y]IAX>Y)=Y Imp X—>Y)—Y
1. + + + + + + + o+
2. + - - + - - + =
3. + + + + + + + +
4. - - + + - + + -

Daraus ergeben sich folgende, samtlich tautologische, Einzelrelationen:

(X>Y)—Y] A X->Y) =Y
[(X>Y)— Y] A -X>Y) =Y
(X=>Y)—Y] A X->Y) =Y
—[(X>Y) —™Y] A X>Y) =Y

Bei einem strengen Schluss, z. B. X A Y = Y, sind bei der implikativ verstirkten Wahr-
heitstafel dagegen nicht alle Relationen tautologisch. Das lédsst sich leicht erkldren: Durch
Konjunktion von z. B. X A Y mit X A Y = Y, also einer Tautologie, verdndern sich die
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Wahrheitsverldufe der Relationen gar nicht; denn durch Konjunktion einer Relation mit einer
Tautologie bleibt der Wahrheitsverlauf der Relation erhalten.

2.6 BESONDERE IMPLIKATIVE FALLE
e Kontradiktorischer Gegensatz,z. B.: (X AY)—> (X|Y)
Hier gilt: (X AY) ><" (X|Y).

Normale Wahrheitstafel
XAY —XI|Y
1. + - -
2. - + +
3. - + +
4. - + +

Implikative Wahrheitstafel
Imp X AY = X|Y

1. + + -
2. - + +
3. - + +
4. - + +

D. h. bei einem kontradiktorischen Gegensatz tritt in der implikativen Wahrheitstafel unter
dem zentralen Relator (hier ——) nur + auf. Man muss dabei beriicksichtigen, dass durch den
Wabhrheitsverlauf der Einzelrelationen die Wahrheitstafel so gestaltet ist, dass Kontradiktio-
nen ausgeschlossen sind. Z. B. treten eben bei obiger Tafel nur die Kombinationen X A Y
+), X|Y(=)undX AY (-), X]|Y (+) auf.

e Unabhdingigkeit
X ] Y und XY sind logisch voneinander vollig unabhéngig. Somit entspricht
X 1Y —— XLY der synthetischen Relation X — Y.

Normale Wahrheitstafel
XJ]y — XLy

1. + + +
2. + - -
3. - + +
4. - + -

Implikative Wahrheitstafel
Imp X]Y —> XLY
1. + +
2. +

3. -

4.

—+

+ H + H+

In der implikativen Wahrheitstafel einer Implikation von zwei unabhdngigen Relationen steht
unter dem Zentral-Relator also nur .
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2.7 VERHALTNIS VON KONJUNKTIVER UND IMPLIKATIVER WAHRHEITSTAFEL

1. In der implikativen Wahrheitstafel gibt es unter dem Relator kein — (ungiil-
tig/lunmoglich), sondern nur + und + (insofern sie die logische Abhéngigkeit der Ein-
zelrelationen geméal der konjunktiven Wahrheitstafel beriicksichtigt); das gilt glei-
chermaf3en fiir semi-analytische wie fiir streng analytische Relationen.

2. Bei tautologischen Implikationen (=) gilt: grundsétzlich kann dem + (unter dem Rela-
tor) in der konjunktiven Tafel ein + oder * in der implikativen Tafel entsprechen.
Dem + in der zentralen Zeile der konjunktiven Wahrheitstafel entspricht auch ein + in
der implikativen Tafel und umgekehrt. Die zentrale Zeile der Wahrheitstafel ist bei
positiven Relationen die 1. Zeile (in der dann nur + vorkommt), bei einer negativen
Relation kann die zentrale Zeile die 2. oder eine andere Zeile sein.

3. Bei semi-analytischen Implikationen (—) gilt:

e einem + in der konjunktiven Tafel entspricht ein + oder * in der implikativen Tafel

e cinem — in der konjunktiven Tafel entspricht normalerweise ein + in der implikati-
ven Tafel, bei besonderen Relationen aber auch ein + (was damit die stérkste
Abweichung bedeutet).

e Dem + in der zentralen Zeile der konjunktiven Tafel entspricht ein *. Dies ist nicht
verwunderlich, denn die Relation in der zentralen Zeile (bzw. der Schluss) ist ja nur
semi-analytisch.

2.8 UBERSICHT

Zum Abschluss seien wegen der sehr komplizierten Materie noch einmal die Deutungen bzw.
Wabhrheitstafeln fiir (X - Y) —— Y aufgezeigt, jeweils in vereinfachter Form; d. h. es wer-
den nur die entscheidenden Wahrheitsverldufe gezeigt:

e normale Wahrheitstafel
X->Y) —Y

l. + + +
2. - + -
3. + + +
4. + - -

¢ konjunktive Deutung

I. X->2Y) AY =>X-Y)—Y F-+)=>H++-)
2. aAX>Y)AY =2 X->Y)—Y +—-—)=>H++-)
3. X-2Y) AY =X-Y)—Y -+ )=>H++-)
4. X->2Y) A=Y = q[(X>Y) —Y] ———H=>C--4)

¢ konjunktive Wahrheitstafel
X=>Y)AY = X->Y) —Y

I. + + + + +
2. - - - + +
3. + + + + +
4. + - - + —
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¢ implikative Deutung
1. X->Y) —Y
2. —-(X->Y) =Y
3. X->Y) —Y
4. X—=>Y) — Y

e implikative Wahrheitstafel
Imp X—>Y)—Y

1. + + +
2. - + -
3. + + +
4. + + -

+++-)
++++)
+++-)
(—+-+)

e systematische implikative Wahrheitstafel

Is. X>Y)—>Y
+ +

+

H +

+

Eal i e
_|_

o verstarkte implikative Deutung

. [X>Y)—7Y] AX->Y)

o verstirkte implikative Wahrheitstafel
[(X>Y) — YA X>Y)=Y

1. + +
2. + -
3. + +
4, - -

+

+
+

+ +

+_
+ +
+

=Y
2. [X>Y)— Y] A" (X>Y) =Y
3. [X>Y)—Y] A X->Y)

4. A[X>Y)—Y] A X>Y)

=Y
=

F—+)=>H-+-)
(—+=)=(+-1)
F-+)=>H—-+-)
C—=H=>(+-1)

Die normale Tafel enthélt implizit eine konjunktive Deutung, man kann sie aber auch impli-

kativ deuten.

Die konjunktive Tafel enthélt natiirlich eine konjunktive Deutung, d. h. sie schliefit von der
Konjunktion von Pramisse und Schluss-Satz auf den Gesamt-Schluss. Die konjunktive Tafel
bedeutet immer eine Tautologie, sie enthdlt die normale Tafel als Teil.

Die implikative Tafel enthdlt natiirlich eine implikative Deutung, d. h. sie schliefit von der
Pramisse auf den Schluss-Satz; die implikative Deutung ist bei Implikationen wie —> zu-

sitzlich sinnvoll.

3. QUANTOREN-LOGISCHE ANALYTISCHE WAHRHEITSTAFEL

In der Aussagen-Logik kann die Giiltigkeit einer Relation durch die Wahrheitstafeln problem-
los tiberpriifen. Dabei ergibt sich die Giiltigkeit der Gesamt-Relation aus der Giiltigkeit der
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Einzel-Relationen (bzw. Einzelfaktoren).

In der Quantoren-Logik ist das schwieriger. Man kann nicht einfach aus den Wahrheitsta-
feln der Aussagen-Logik Wahrheitstafeln fiir die Quantoren-Logik ableiten. Dennoch gibt es
verschiedene Moglichkeiten. Die folgenden Ausfithrungen hieriiber sind recht speziell.

Auf synthetische Relationen bin ich bereits frither eingegangen (in 1-2-1-4), jetzt geht es um
analytische Relationen. Es werden verschiedene Moglichkeiten vorgefiihrt, auch flir quanto-
ren-logische Relationen Wahrheitstafeln aufzustellen.

3.1 QUANTOREN-LOGISCHE WAHRHEITSTAFEL
Ich wihle zunéchst als Beispiel die einfache Relation: Ax(Fx) = Vx(Fx). Als erstes stellen
wir folgende Wahrheitstafel auf, gemal der Definition der Implikation:

Ax(Fx) [=] Vx(Fx)

+ o+ o+
+ — f—
-+ o+
—_ + —_

Das Problem ist hier: Ax(Fx) und Vx(Fx) werden wie unabhdngige Variablen (z. B. wie X
und Y) behandelt, so als ob es sich um eine synthetische Relation handelt. In Wahrheit sind
Ax(Fx) und Vx(Fx) aber voneinander abhdngig. Es handelt sich um eine analytische Relation,
um eine Tautologie. Und bei einer Tautologie diirfen in der (normalen) Wahrheitstafel nur +
(gliltig) unter dem Relator vorkommen; daher schreibe ich das Zeichen fiir logische Folge
auch in Klammern: [=].

Da hier auch ein — (ungiiltig) unter dem Relator steht, kann man an dieser Wahrheitstafel
nicht einfach ablesen, ob die Gesamtrelation fautologisch ist. Man kann in der Wahrheitstafel
nur priifen, welcher Relator hier stimmen wiirde. Z. B. in der 2. Zeile: Es ist nicht moglich,
dass Ax(Fx) wahr ist und Vx(Fx) falsch, also muss hier ein — (ungiiltig) stehen. Der Relator,
der sich dann als richtig erweist, muss gesetzt werden; das ist also z. B. der Implikator —. (Es
wird sich spéter noch zeigen: wenn wir eine Wahrheitstafel verwenden, welche die Abhén-
gigkeiten beriicksichtigt, kommt hier gar kein — unter dem Relator vor.) Die Frage ist, wie
man diese Wahrheitstafel genauer analysieren kann.

Ehe man sich diesem Problem weiter zuwendet, geht es darum, das + und — unter den
Quantoren prézise zu bestimmen. In der Quantoren-Logik stehen + und — in der Wahrheitsta-
fel ndmlich nicht wie bei der Aussagen-Logik einfach fiir ,,ja* (wahr) und ,,nein* (falsch),
sondern sie miissen folgendermaflen gedeutet werden:

Ax(Fx) Vx(Fx)
+ A +V
—=A — =V

Somit ergibt sich folgende Wahrheitstafel:
Ax(Fx) [=] Vx(Fx)

A + A%
A - =V
—A + A\
-A 4+ =V

Es gibt nun zwei (in 2-1-0-5 genauer beschriebene) Varianten bzw. Interpretationen der
Wahrheitstafel: die konjunktive und die implikative.
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o Konjunktive (Deutung der) Wahrheitstafel
Hier wird aus der Konjunktion von Pradmisse und Schluss-Satz auf die Gesamtrelation ge-
schlossen.

[Ax(FX) A VX(Fx)] = [Ax(Fx) [=] Vx(Fx)]

A+ V. + +
A - =V + -
-A - V. + +
-A - =V + +

Diese Wahrheitstafel enthilt folgende einzelnen Relationen:

1 [Ax(Fx) A Vx(Fx)] = [Ax(Fx) = Vx(Fx)]
2 [Ax(Fx) A" =Vx(Fx)] = = [Ax(Fx) = Vx(Fx)]
3. [-Ax(Fx) A Vx(Fx)] = [Ax(Fx) = Vx(Fx)]
4 [-Ax(Fx) A —=Vx(Fx)] = [Ax(Fx) = Vx(Fx)]

Dazu folgende Anmerkungen :
- Dass drei dieser Schliisse Tautologien sind, braucht nicht zu verwundern. Denn jeder
beliebige Schluss auf eine Tautologie ist ja eine Tautologie: ® = Tautologie.
- Anders ist der Fall in der 2. Zeile gelagert: Die Konklusion ist eine Kontradiktion. Aber die
Pramisse ist auch eine Kontradiktion. Insofern gilt der Schluss, denn jeder Schluss von einer
Kontradiktion aus gilt streng. Allerdings tritt die Kontradiktion Ax(Fx) "A™ =Vx(Fx) nur auf,
weil man in dieser provisorischen Wahrheitstafel Ax(Fx) und Vx(Fx) wie unabhdngige Vari-
ablen behandelt. Man kann diesen Fall daher aus der Wahrheitstafel rausnehmen, erhélt dann
eine fautologische Wahrheitstafel, jedoch mit nur drei Zeilen.

Ax(Fx) = Vx(Fx)

A + V
—A + V
-A  + =V

o Implikative (Deutung der) Wahrheitstafel

Die implikative Wahrheitstafel ist im Punkt 1. des Exkurses eingefiihrt worden. Bei ihr wird
direkt von der Pramisse auf den Schluss-Satz geschlossen. In der quantoren-logischen Form
sieht sie folgendermaf3en aus:

Imp Ax(Fx) [=] Vx(Fx)

1. A + V Ax(Fx) = Vx(Fx)

2. A - =V “— [Ax(Fx) = Vx(Fx)]

3. —=A + A% —Ax(Fx) —> Vx(Fx)

4. —A + -V —|AX(FX) —> —|VX(FX
Interpretation:

1. Zeile: Wenn Ax(Fx), dann folgt notwendig, dass auch Vx(Fx)

2. Zeile: Wenn Ax(Fx), dann folgt unmoglich, dass Vx(Fx) ungiiltig ist

3. Zeile: Wenn Ax(Fx) ungiiltig ist, dann folgt moglicherweise, dass Vx(Fx)

4. Zeile: Wenn Ax(Fx) ungiiltig ist, dann folgt moglicherweise, dass Vx(Fx) ungiiltig
Problematisch ist die 2. Zeile: wie ist hier das — (minus) unter dem Relator zu verstehen?
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»AX(Fx) # —Vx(Fx)*“ darf man nicht schreiben, weil keine kontradiktorische Implikation
vorliegt (auch wenn man das intuitiv meinen konnte). Man koénnte —[ Ax(Fx) ——> —Vx(Fx)]
oder ggf. Ax(Fx) = ——Vx(Fx) schreiben. Am iiberzeugendsten ist aber
= [Ax(Fx) = Vx(Fx)]

Erlduterung: die 1. Zeile besagt: wenn alle x F sind, dann sind notwendig auch einige x F.

Die 2. Zeile besagt dann: Es ist nicht wahr, dass wenn alle x F sind, dass dann auch einige x
notwendig F sind. Das kann man iibersetzen in: wenn alle x F sind, dann sind unmoglich nicht
einige x F (vgl. hierzu ). Eine andere Moglichkeit wére noch, die Positiv-Implikation zu
verwenden, denn da ist die Kontradiktion anders bestimmt (wie schon erldutert wurde). Hier

konnte man schreiben: ,,Ax(Fx) *# —Vx(Fx)*

Die genaue Formalisierung ist allerdings auch nicht entscheidend, weil diese Zeile letztlich

aus der Wahrheitstafel getilgt wird (vgl. unten), denn es gilt:

Ax(Fx) "A"=Vx(Fx)
Die Konjunktion dieser beiden Relationen ist also kontradiktorisch, wenn auch nicht die Imp-
likation.

Zur 3. und 4. Zeile: Somit erklért sich auch das + (was man ja eigentlich in Wahrheitstafeln
nicht findet). Aus der Ungiiltigkeit von Ax(Fx) kann man nichts Sicheres iiber Vx(Fx) schlie-
Ben, es kann giiltig sein oder nicht.

Trotz aller Interpretationsanséitze, letztlich bleibt der Weg der direkten Wahrheitstafel bei
der Quantoren-Logik problematisch. Daher wenden wir uns jetzt einem anderen Ansatz zu.

3.2 PRADIKATEN-LOGISCHE WAHRHEITSTAFEL
Hier wird der quantoren-logische Ausdruck Ax(Fx) = Vx(Fx) in reine Prddikaten-Logik um-
gewandelt, weil sich fiir priddikaten-logische Ausdriicke unproblematisch Wahrheitstafeln
aufstellen lassen. Die Hypothese ist:

[Ax(Fx) = Vx(Fx)] < [(Fxi A Fx2) = (Fx; v Fx2)]
So dass man aus dem Wahrheitsverteilung von (Fx; A Fxy) = (Fx; v Fx;) die Wahrheitsver-
teilung von Ax(Fx) = Vx(Fx) ableiten kann. Fiir (Fx; A Fx;) = (Fx; v Fx;) ldsst sich aber
unproblematisch eine Wahrheitstafel aufstellen:

(FX1 AN FXz) = (FX1 \ FX2)
+ + + + + + +
+ - -+ + + -
- -+ + - + +

+

Wie man sieht, ist der Schluss giiltig, also eine Tautologie. Aber man will den Schluss ja nicht
nur fiir 2 Elemente x; und x, beweisen, sondern fiir n (= alle) Elemente x; A ... A x,. Aller-
dings reicht die Priifung von 2 Elementen anstatt n Elementen, wenn man nur priifen will, ob
die Struktur tautologisch, kontradiktorisch oder semi-analytisch ist. Wenn die Struktur fiir 2 x
tautologisch ist, ist sie es auch fiir n x usw.

Erst wenn man genau die Wahrheitswerte feststellen will, benotigt man ein anderes Verfah-
ren, bei dem alle x bertlicksichtigt werden.

Interpretation der prddikaten-logischen Darstellung
Hier geht man von der Hypothese aus:
[AX(Fx) = Vx(Fx)] & [FxiAn...AFxy, = Fx; v ... v Fxy]
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Man kann normalerweise die Implikation nicht fiir alle Glieder {iberpriifen, denn die vollstén-
dige Formulierung lautet ja: Fx; A ... AFx, = Fx; v ... v Fx;

n kann also beliebig grof3 sein. Dennoch kann man durch Interpretation auch ohne vollstén-
dige Wahrheitstafel das Gesetz tiberpriifen. Dabei ist Folgendes zu bedenken:
- eine Konjunktion ist nur wahr, wenn alle Glieder wahr sind, das ist aber (bei unabhingigen
Variablen) stets nur in der ersten Zeile der Wahrheitstafel gegeben, egal wie grof3 n ist
- eine Disjunktion ist nur falsch, wenn alle Glieder falsch sind, das ist aber (bei unabhéngigen
Variablen) stets nur in der letzten Zeile der Wahrheitstafel so, egal wie groB3 n ist
- eine Implikation ist bei falschem Vorderglied (Prdmisse) immer wahr. Sie ist nur falsch,
wenn das Vorderglied wahr und das Nachglied falsch ist.
Fxi A ... A Fx, ist also nur in der 1. Zeile wahr. Fx; v ... v Fx, ist aber auch in der 1. Zeile
wahr. Somit ist die Implikation Fx; A ... A Fx, = Fx; v ... v Fx, in der 1. Zeile wahr. In
allen anderen Zeilen ist Fx; A ... A Fx, aber falsch, somit ist in diesen Zeilen die Implikation
wahr (unabhingig davon, welchen Wert Fx; v ... v Fx, besitzt). Damit ist bewiesen, dass
obige Formel tautologisch gilt, also nur + unter dem Zentral-Relator = steht.

3.3 WAHRHEITSTAFEL ANALOG AUSSAGEN-LOGIK
Ich habe oben darauf hingewiesen, dass man Ax(Fx) = Vx(Fx) prinzipiell prddikaten-logisch
durch (Fx; A Fx;) = (Fx; v Fx;) darstellen kann (auch wenn die beiden Relationen nicht im
strengen Sinn dquivalent sind, weil im 2. Fall n festgelegt ist: n = 2). Nun kann man — zur
Vereinfachung — folgende Ubersetzungen in Aussagen-Logik vornehmen:

X AY fur Fx; A Fxp, X v Y fur Fx; v Fx,
So konnte man vereinfachend folgende Wahrheitstafel fiir Ax(Fx) = Vx(Fx) aufstellen, in-
dem man aussagen-logisch schreibt: X A Y = X VY.

XAY = XvY

+ o+ o+
-+ o+
-+ o+
-+ —

Diese Wahrheitstafel der Aussagen-Logik gibt die realistischen Wahrheitswerte an, welche
die Abhdingigkeit von X AY und X v Y widerspiegeln. Ubersetzt man jetzt wieder in Quan-
toren-Logik, ergibt sich:

Ax(Fx) = Vx(Fx)

+ o+ 4+
-+ +
-+ 4+
i + —

Hier steht jetzt unter Ax(Fx) + — — — (und nicht mehr: + + — —). Und unter Vx(Fx) steht jetzt

+ + + — (und nicht mehr + — + —). Somit kann man jetzt zurecht = verwenden.

Ich nenne eine solche Wahrheitstafel auch real, weil sie sich an den realen Werten der Aus-
sagen-Logik orientiert und nicht — wie die systematische Wahrheitstafel — an den theoretisch
moglichen Kombinationen. Hier kommt dann die problematische, kontradiktorische Kombi-
nation Ax(Fx): + und Vx(Fx): — gar nicht vor, weil die Abhangigkeit zwischen Ax(Fx) und
Vx(Fx) in die Wahrheitstafel eingeht. Setzt man jetzt wieder ein: A und V ein, so erhélt man:
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Ax(Fx) = Vx(Fx)

A+ V
-A + V
A + V
-A 4+ =V

Man muss sich dabei allerdings bewusst bleiben, dass streng genommen eine Darstellung der
Quantoren-Logik (des Partikuldr-Quantors) in der Aussagen-Logik nicht moglich ist.

o Konjunktive Wahrheitstafel

Wir konnen jetzt die konjunktive Wahrheitstafel fiir Ax(Fx) = Vx(Fx) aufstellen, und zwar
wiederum analog dem aussagen-logischen X AY = X v Y. Die konjunktive Wahrheitstafel
verdeutlicht am besten die logische Struktur des Schlusses, gemaf3 der — wichtigsten — kon-
junktiven Deutung.

[Ax(Fx) A Vx(Fx)] = [Ax(Fx) = Vx(Fx)]

1. A + A\ + +
2. —A — A\ + +
3. —A - \Y% + +
4, —A - =V + +

Dabei ergeben sich folgende Einzel-Relationen:

1. [Ax(Fx) A Vx(Fx)] = [Ax(Fx) = Vx(Fx)]
2. [-Ax(Fx) A Vx(Fx)] = [Ax(Fx) = Vx(Fx)]
3. [-Ax(Fx) A Vx(Fx)] = [Ax(Fx) = Vx(Fx)]
4. [-Ax(Fx) A =Vx(Fx)] = [Ax(Fx) = Vx(Fx)]

Diese konjunktiven Relationen zu nennen, hitte man sich auch sparen kdnnen. Denn sie miis-
sen ja tautologisch sein, weil wie gesagt gilt: (beliebige) Relation = Tautologie.

o Implikative Wahrheitstafel (analog X A Y = XV Y)
Die implikative Wahrheitstafel geht davon aus, dass man alle Zielen als Implikationen deutet
und dann angibt, sind sie notwendig (+), unmoglich (—) oder moglich (1).

Imp Ax(Fx) = Vx(Fx)

1. + + +
2. - + +
3. - + +
4. - + -

In der quantoren-logischen Form mit A und V ergibt sich:

Imp Ax(Fx) = Vx(Fx)

1. A+ \% Ax(Fx) = Vx(Fx) +++4)
2. -A £ A% —Ax(Fx) —> Vx(Fx) +++-)
3. -A £ A% —Ax(Fx) —> Vx(Fx) +++-)
4. -A £ =V —Ax(Fx) —> —=Vx(Fx) (+-—-+)
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Obwohl Ax(Fx) = Vx(Fx) tautologisch ist, gilt von den Einzel-Schliissen nur der 1. als tau-
tologisch. Der 2. und 3. Schluss sind gleich, und der 2./3. Schluss einerseits und der 4. ande-
rerseits driicken wiederum aus, dass aus —Ax(Fx) nichts Sicheres iiber Vx(Fx) abzuleiten ist:
es kann Vx(Fx) folgen oder —Vx(Fx).

3.4 UMGEKEHRTER SEMI-ANALYTISCHER SCHLUSS: VX(FX) —> AX(FX)

Die Umkehrung des tautologischen, strengen Schlusses Ax(Fx) = Vx(Fx) ist der semi-
analytische Schluss Vx(Fx) —— Ax(Fx). Fiir ihn gilt das Entsprechende wie oben gesagt.
Ich bringe nachfolgend die drei wichtigsten Wahrheitstafeln (analog zur Aussagen-Logik),
wobei ich darauf verzichtet habe, + durch A bzw. V und — durch —A bzw. —V darzustellen.

normale Wahrheitstafel: (mit konjunktiven Relationen):
Vx(Fx) — Ax(Fx)

+ + o+
+ -
+ -
_ + -

konjunktive Wahrheitstafel
[Vx(Fx) A Ax(Fx)] = [Vx(Fx) —> Ax(Fx)]

1. + + + o+ +
2. + - -+ -
3. + - -+ -
4. - - -+ +

Dazu folgende Einzel-Relationen:

I. [Vx(Fx) A Ax(Fx)] = [Vx(Fx) —> Ax(Fx)]
2. [Vx(Fx) A =Ax(Fx)] = —[Vx(Fx) —> Ax(Fx)]
3. [Vx(Fx) A =Ax(Fx)] = —[Vx(Fx) —> Ax(Fx)]
4. [-Vx(Fx) A —=Ax(Fx)] = [Vx(Fx) —> Ax(Fx)]

Implikative Wahrheitstafel (mit implikativen Relationen)
Imp Vx(Fx) —> Ax(Fx)

1. + + + Vx(Fx) — Ax(Fx) +--4)
2. + + - Vx(Fx) —> —Ax(Fx) (—+++)
3. + + — Vx(Fx) —> —Ax(Fx) (—+++)
4. - + - —Vx(Fx) = —Ax(Fx) +++4)

Erlauterung zur implikativen Wahrheitstafel:
1. Zeile : zentrale, definierende Zeile
2./3. Zeile: sind (in dieser vereinfachten Darstellung) gleich
4. Zeile: nur hier liegt ein strenger Schluss vor, und zwar weil =Vx(Fx) = —Ax(Fx) die
Kontraposition des strengen Schlusses Ax(Fx) = Vx(Fx) ist.

Fazit: auch wenn es nicht so einfach ist wie in der Aussagen-Logik, man kann vor allem
einfache quantoren-logische Relationen sehr wohl mittels Wahrheitstafeln tiberpriifen.
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3.5 KOMPLEXE RELATIONEN

Wir haben bisher nur einfache Relationen der Form Ax(Fx) = Vx(Fx) behandelt, weil sich
hier die Wahrheitstafeln iibersichtlicher darstellen lassen. Was ist aber mit komplexen Relati-
onen der Form: Ax(Fx —» Gx) = Vx(Fx - Gx)?

Insofern der Ausdruck in der Klammer gleich ist (z. B. Fx — Gx), es also nur um die Ver-
hédltnisse zwischen den Quantoren geht, gelten im Wesentlichen die oben gemachten Aussa-
gen.

Schwieriger ist es, wenn der Ausdruck in der Klammer (und ggf. zusitzlich die Quantoren)
unterschiedlich sind, also z. B.: Ax(Fx - Gx) —— Vx(Fx A Gx). Hier hat es wenig Sinn,
eine direkte quantoren-logische Wahrheitstafel aufzustellen, weil die Struktur in der Klammer
berticksichtigt werden muss. Sondern man muss in jedem Fall eine prddikaten-logische Ana-
lyse vornehmen. Zwar ist auch eine Ubersetzung in Aussagen-Logik moglich, aber hier muss
man vorsichtig sein. Z. B. kann man Ax(Fx — Gx) keinesfalls einfach auf X — Y oder sogar
X A'Y zuriickfiihren, sondern nur auf (X; > Y)) A... A (X = Yy).

Dieses Problem soll hier genauer erldutert werden.

Ich habe schon mehrfach festgestellt:

aussagen-logisch X — Y entspricht quantoren-logisch A(X —> Y).
Aber was bedeutet das genau?
Die Wahrheitstafel von X — Y, als Tabelle, lautet:

X |lY
L+ [+ |+
2 + |- |-
3 |- [+ |+
4 1- |+ |-

Die Wahrheitstafel von A(X — Y) kann man wie beschrieben nicht direkt angeben, sondern
nur, wenn man sie umformuliert und fiir die Variable n eine Konstante einsetzt. Ich wihle
hier wieder n =2: (X; > Y;) A (X2 = Y3) und schreibe die Tafel ebenfalls in Tabellenform:

Xi|[=> YA 1 X2 | Y2
L+ [+ [+ |+ |+ |+ |+
2 I+ |+ [+ -1+ |- |-
3 1+ 1+ [+ 1+ ] [+ |+
4 |+ [+ [+ |+ |- |+ |-
S I+ - -1- 1+ |+ |+
6 |+ |- [-1-1+ (- |-
T 1+ - -1-1- |+ |+
8 1+ - 1-1-1- |+ |-
9 |- |+ [+ |+ ]|+ [+ |+
10 |- [+ [+ |- |+ |- |-
1= [+ [+ |+ |- |+ |+
12 |- [+ [+ |+ |- |+ |-
13 |- [+ |- |+ |+ |+ [+
M -1+ -1-1+ |- |-
IS - [+ |- 1+ |- |+ |+
16 |- [+ |- |+ |- |+ |-
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Natiirlich konnen die beiden Tafeln nicht iibereinstimmen, denn die Tafel fiir X — Y enthélt 2
Variablen, somit 4 Zeilen, die Tafel fiir (X; > Y;) A (X; = Y) enthilt 4 Variablen und da-
mit 16 Zeilen. Man konnte allerdings die Tafel fiir X — Y auch auf 16 Zeilen ausweiten, dann
ergibe sich:

X |lY
L+ [+ |+
2 |+ [+ |+
31+ [+ |+
4 |+ |+ [+
5 |+ - |-
6 |+ |- |-
7T 1+ |- |-
8 |+ [- |-
9 |- [+ [+
10 |- [+ |+
11— |+ |+
12 |- [+ |+
13 |- |+ |-
4 1- |+ |-
15 |- |+ |-
16 |- |+ |-

Auch hier ist der Wahrheitsverlauf nicht identisch, aulerdem enthélt die (erste) Tabelle fiir
(X; = Y1) A (Xy; > Y;) insgesamt 9 + unter dem Zentral-Relator und 7 —, die erweiterte Ta-
belle fiir X — Y dagegen 12 + und 4 —. Wie man bei leicht sieht, die Tabelle fiir X — Y ist
Teil der Tabelle fiir (X; = Y1) A (X2 = Y3). Wie genau sich die Anzahl der + und — verin-
dert, wird im Kapitel 3 bzw. 4 durch Formeln beschrieben. Wenn man die Tabellen-Tafel fiir

Xi > Y) A (X2 > Yy auf n = 3, n = 4 usw. ausweitet, verdndert sie sich in bestimmter
Weise.

Die behauptete Entsprechung von X — Y aussagen-logisch und (X; — Y)) A (X2 = Y3)
quantoren-logisch bedeutet also nicht, das man identische Wahrheitstafeln enthélt. Dies ist
nur der Fall, wenn n = 1. Trivialerweise ist die Tafel fiir X — Y und X; — Y identisch.

Allerdings, die aussagen-logische Struktur gibt bereits den logischen Status der Struktur fiir
beliebig viele n an: also je nachdem, ob X — Y tautologisch, kontradiktorisch oder semi-
analytisch ist.

Das gilt auch fiir (X; = Y1) A (X2 = Y3) oder allgemein fiir (X; &> Y) A ... A (Xp— Y).

Diese Ubersetzungs-Problematik sei noch einmal systematisch dargestellt:
1. Quantoren-Logik: Ax(Fx — Gx) oder vereinfacht: A(X — Y)
2. Priadikaten-Logik
b) vollstindige Darstellung: (Fx; — Gx;) A ... A (Fx, = GXy)
c) vereinfachte, aber zuldssige Darstellung: (Fx; = Gx;) A (Fx; = Gxy)
3. Aussagen-Logik
a) vollstdndige Darstellung: (X; = Y1) A ... A (Xa— Yn)
b) vereinfachte, aber zuldssige Darstellung: (X; — Y1) A (X2 = Y2)
¢) unzuldssige, falsche Darstellung: X - Y
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